
Chapitre 10

Propagation des ondes
électromagnétiques
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Introduction

Les principes généraux sur les ondes sont rappelés brièvement en Compléments à la fin de ce chapitre. Dans
ce dernier chapitre, on traite tout d’abord de la propagation des ondes électromagnétique dans le vide, puis
dans quelques milieux illimités. Les deux derniers paragraphes abordent la propagation guidée.

10.1 Propagation libre dans le vide

10.1.1 Equations de propagation des champs et des potentiels

En jauge de Lorenz (1.16), les équations de propagation des potentiels s’écrivent :

∆Φ− 1

c2
∂2Φ

∂t2
= !Φ = 0 et ∆A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= !A⃗ = 0⃗ (10.1)

et vérifient donc une équation de d’Alembert.

Dans un milieu vide de charges et de courants, on a d’après (MF) :
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et d’après (MA) :

∇⃗×
(

∇⃗×B⃗
)

=
1

c2
∇⃗×
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∂t

)

=
1

c2
∂

∂t

(

∇⃗×E⃗
)

= − 1

c2
∂2B⃗

∂t2

= ∇⃗
(

∇⃗ . B⃗
)

−∆B⃗ = −∆B⃗

On a donc montré que (dans un milieu vide de charges et de courants), les champs suivent également une
équation de d’Alembert :

∆E⃗ − 1

c2
∂2E⃗

∂t2
= !E⃗ = 0⃗ et ∆B⃗ − 1

c2
∂2B⃗

∂t2
= !B⃗ = 0⃗ (10.2)

D’après (I.1.2), la solution générale de ces équations se met sous la forme :
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c

)
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(

t+
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c

)

selon que l’onde se propage selon (Ox) ou dans la direction de vecteur unitaire u⃗. Avec ces notations, +
représente une onde progressive et − une onde régressive.

10.1.2 Ondes électromagnétiques progressives

Il existe deux types d’ondes progressives d’intérêt en électromagnétisme : les ondes planes et les ondes
sphériques.

Ondes planes

On considère le cas d’une onde plane se propageant dans la direction Ox. On introduit les champs transverses
Et et Bt tels que :

E⃗ = E⃗t + Ex u⃗x et B⃗ = B⃗t +Bx u⃗x (10.3)

Par ailleurs, on montre facilement que Ex et Bx ne dépendent ni de la position, ni du temps 1. Cela signifie
que la solution des équations de Maxwell est entièrement déterminée par les champs transverses. Le principe
de superposition permet alors de poser :

Ex = 0 et Bx = 0 (10.4)

1. En effet, pour une onde plane se propageant dans la direction Ox, E⃗ et B⃗ ne dépendent que de la coordonnée x. (MG)
et (MΦ) entrainent alors :
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De même, les projections sur Ox de (MF) et (MA) entrainent :
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et de considérer que le champ de l’onde plane est forcément transverse. En fait, seules les composantes
transverses interviennent dans la propagation. Les composantes longitudinales, s’il y en a, sont simplement
spectatrices.

A l’aide de (MG) et (MΦ), en utilisant des champs en exp(− iω t), on a immédiatement i k⃗ . E⃗ = 0 et

i k⃗ . B⃗ = 0. De même, en utilisant (MA) et (MF), on peut écrire i k⃗ × E⃗ = iω B⃗ et i k⃗ × B⃗ = − iω/c2 × E⃗.
On a alors :

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

k⃗ ×
(

k⃗ × E⃗
)

= (k⃗ . E⃗) k⃗ − k2 E⃗ = − k2 E⃗

= k⃗ × (ω B⃗) = − ω2

c2
E⃗

La relation reliant la pulsation ω de l’onde plane et le nombre d’onde k s’écrit :

k =
ω

c
(10.5)

Cette relation est connue sous le nom de relation de dispersion dans le vide illimité.

On montre immédiatement que dans le cas d’une onde plane se propageant dans la direction (Ox), on a :

B⃗ =
1

c
u⃗x × E⃗ (10.6)

ce qui signifie que le trièdre (E⃗, B⃗, u⃗x) est un trièdre direct. L’onde est dite transverse électrique et magnétique
(TEM).

Ondes sphériques

Le concept de l’onde plane a de nombreux avantages, mais il présente l’inconvénient de ne pas toujours être
physiquement acceptable. Le concept d’onde sphérique est plus réaliste quand on se rapproche de la source
car il correspond à l’émission isotrope d’un signal électromagnétique à partir d’une source ponctuelle. Par
définition, une onde sera sphérique si à chaque instant le champ a la même valeur en tout point d’une sphère.

Chacune des composantes de E⃗ ou de B⃗ vérifie l’équation de d’Alembert. Chaque composante est donc de
la forme :

1

r
g(r − c t) +

1

r
h(r + c t)

où g et h représentent respectivement une onde divergente et une onde convergente. Contrairement aux ondes
planes, ces ondes se déforment avec la distance r.

10.1.3 Polarisation des ondes planes

La polarisation d’une onde est l’évolution de la direction de son champ électrique E⃗ au cours du temps (cf
Figure 10.1). Pour une onde se propageant dans le vide illimité selon Ox, l’expression la plus générale du
champ électrique est :

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

Ex = 0

Ey = E0y cos(k x− ω t+ φy) avec k = ω
c

Ez = E0z cos(k x− ω t+ φz)

(10.7)

où les constantes 2 E0y et E0z d’une part, et φy et φz d’autre part sont a priori différentes.

Pour décrire l’évolution de la direction du champ E⃗ au cours du temps, il existe a priori deux méthodes :
fixer la position et envisager l’évolution dans le temps ou fixer le temps et envisager l’évolution spatiale selon
Ox.

2. On supposera que les amplitudes E0y et E0z sont positives, mais cela ne change rien à la généralité du propos.
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Figure 10.1 – La polarisation d’une onde représente l’évolution de la direction de son champ électrique E⃗ au cours
du temps.

Les différents états de polarisation dans un plan d’onde

En fixant la position et en regardant l’évolution du champ E⃗ dans le temps, on peut montrer que (10.7)
conduit à :

(

Ey

E0y

)2

+

(

Ez

E0z

)2

− 2

(

Ey

E0y

) (

Ez

E0z

)

cos(φ) = sin2(φ) (10.8)

où φ = φz − φy. Si φ est un multiple de π, la polarisation est dite rectiligne. Si φ n’est pas un multiple de π,

l’extrémité de E⃗ décrit une ellipse. La polarisation est elliptique (cf Figure 10.2). Enfin, si φ = π/2 ou 3π/2,
la polarisation est circulaire. Dans tous les cas, le sens de parcours de la courbe décrivant l’extrémité de E⃗
dépend de la valeur du déphasage φ entre les composantes Ey et Ez.
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Figure 10.2 – Les différents états de polarisation en supposant que l’observateur reçoit l’onde selon la direction Ox.

Pour obtenir le sens de rotation sur l’ellipse, on peut remarquer que d’après (10.7) :

(

dEz

dt

)

t=0

= E0z ω sin(φ) (10.9)

Comme Ez est maximum en t = 0, le sens de rotation dépend du signe de sin(φ). Si 0 < φ < π, la polarisation
est gauche, elle est droite si π < φ < 2π.

Les différents états de polarisation à t donné

En fixant le temps et en regardant l’évolution du champ E⃗ dans l’espace, on obtient les Figures 10.3 et 10.4
pour des polarisations respectivement rectilignes et circulaires.
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Figure 10.3 – Représentation à t donné d’une onde polarisée rectilignement se déplaçant vers les x > 0.
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Figure 10.4 – Représentation à t donné d’une onde polarisée circulairement se déplaçant vers les x > 0.

10.1.4 Energie électromagnétique et ondes planes

Densité volumique d’énergie

D’après (10.6), on a E = B/c pour une onde plane progressive électromagnétique. La densité volumique
d’énergie électromagnétique u et le vecteur de Poynting R⃗ deviennent :

u = ϵ0 E
2 =

B2

µ0
et R⃗ =

E2

µ0 c
u⃗x = c

B2

µ0
u⃗x (10.10)

On retiendra que les deux composantes électriques (ϵ0 E2/2) et magnétiques (B2/2µ0) de u sont égales et
que R⃗ est dans la direction de propagation de l’onde.

Vecteur de Poynting

La puissance P portée par le vecteur de Poynting s’écrit :

P =
δWP

dt
=

(

E2

µ0 c

)

S (10.11)

en notant S une surface perpendiculaire à la direction de propagation. L’énergie δWP traversant S pendant
l’intervalle dt est donc :

δWP = ϵ0 E
2 S c dt = uS c dt (10.12)

On peut interpréter cette expression comme étant l’énergie contenue dans un cylindre de base S et de hauteur
c dt.

Vitesse de propagation de l’énergie

On appelle vitesse de l’énergie ou vitesse de propagation de l’énergie la vitesse v⃗g à laquelle se propage
la moyenne spatiale et temporelle de l’énergie électromagnétique portée par une onde. C’est la vitesse de
groupe définie par (I.31). La quantité moyenne d’énergie qui traverse la surface élémentaire dS⃗ (cf Figure 10.6)
pendant l’intervalle de temps dt est :

<< R⃗ >t>Espace . dS⃗ dt = << u >t>Espace v⃗g dt . dS⃗ (10.13)
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Figure 10.5 – La puissance électromagnétique
moyenne traversant la surface S est R⃗ . S⃗.

dS

v  dtg

Figure 10.6 – La vitesse de l’énergie est la vitesse à
laquelle se propage la moyenne spatiale et temporelle
de l’énergie de l’onde (voir texte).

Comme ceci est valable quelle que soit dS⃗, on en déduit :

v⃗g =
<< R⃗ >t>Espace

<< u >t>Espace
(10.14)

Pour une onde plane monochromatique se propageant dans le vide, on a vg = c.

Remarque : Par définition, l’éclairement est la puissance par unité de surface, dont l’unité est le W/m2

ou lux. Pour une onde plane monochromatique, l’éclairement vaut E2/(µ0 c).

10.2 Propagation libre dans un milieu diélectrique

On supposera dans tout ce paragraphe que le diélectrique est un diélectrique lhi.

Comme dans le vide, on associe un transport d’énergie, de quantité de mouvement et de moment cinétique
à la propagation d’une onde dans un milieu (cf chapitre 8). Noter la différence car la réponse du milieu au
passage de l’onde va modifier le champ effectivement perçu par le milieu

10.2.1 Ondes monochromatiques dans un milieu lhi

Si l’excitation est sinusöıdale, on peut écrire les champs sous la forme :

E⃗ = E⃗ω exp(− iω t) B⃗ = B⃗ω exp(− iω t) D⃗ = D⃗ω exp(− iω t) (10.15)

On montre alors facilement que pour un milieu diélectrique lhi non magnétique sans charges libre, les équa-
tions de Maxwell dans les milieux (8.1) s’écrivent :

⎧

⎨

⎩

∇⃗ . E⃗ω = 0

∇⃗× B⃗ω +iω ϵµ0 E⃗ω = 0⃗

⎧

⎨

⎩

∇⃗× E⃗ω −iω B⃗ω = 0⃗

∇⃗ . B⃗ω = 0
(10.16)

Ces équations montrent que les ondes monochromatiques qui se propagent dans un milieu lhi sont formel-
lement semblables à celles qui se propagent dans le vide, puisqu’on a remplacé ϵ0 par ϵ. Par exemple, en
éliminant E⃗ω ou B⃗ω, on obtient respectivement :

∆ B⃗ω +ω2 ϵµ0 B⃗ω = 0⃗ et ∆ E⃗ω +ω2 ϵµ0 E⃗ω = 0⃗ (10.17)

On note deux différences fondamentales par rapport au cas du vide :

1. la susceptibilité ϵ dépend de ω (ce qui entrâıne la dispersion)

2. la susceptibilité ϵ est généralement complexe (ce qui entrâıne l’absorption)
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10.2.2 Onde plane progressive harmonique dans un milieu lhi

Dans le cas d’une onde plane progressive se propageant selon u⃗x, l’équation de dispersion de l’onde dans le
milieu diélectrique prend la forme :

k2 = ω2 ϵ(ω)µ0 ou encore k2 =
ω2

c2
ϵr(ω) (10.18)

Il existe trois types de solutions selon les valeurs de ϵr(ω) qui peut-être réel (positif ou négatif) ou complexe.

Cas où ϵr(ω) est un nombre réel positif

Dans ce cas, k2 est positif. L’onde garde les caractéristiques de l’onde plane qui se propage dans le vide.
Son amplitude reste constante au cours de la propagation : il n’y a pas d’atténuation. Si la vitesse de phase
définie par :

vφ =
ω

k
=

1
√
ϵµ0

=
c

√

ϵr(ω)
(10.19)

varie avec la fréquence, le milieu est dit dispersif. La courbe ω(k) n’est plus une droite passant par l’origine
(Figure 10.7). La comparaison avec l’indice de réfraction n = c/vφ en optique incite à poser :

n(ω) =
√

ϵr(ω) (10.20)

La longueur d’onde dans le diélectrique est λ = λ0/n où λ0 est la longueur d’onde de l’onde électromagnétique
de même fréquence qui se propagerait dans le vide.

dispersif

O

Videω

k

Milieu

Figure 10.7 – Variation de ω(k) pour un milieu dispersif.

La relation entre B⃗ et E⃗ est :
B⃗ =

n

c
(u⃗x × E⃗) (10.21)

On en déduit que le vecteur de Poynting moyenné sur une période vaut :

〈

R⃗
〉

=
1

2
c n ϵ0 E

2
0 u⃗x (10.22)

où E0 est l’amplitude du champ électrique.

Cas où ϵr(ω) est un nombre réel négatif

Si au contraire k2 est un réel négatif, k est de la forme :

k = ± i k′′ avec k′′ réel (10.23)

Les champs E⃗ et B⃗ varient comme :

E⃗ = E⃗0 exp(± k′′ x) exp(− iω t) et B⃗ = B⃗0 exp(± k′′ x) exp(− iω t) (10.24)

Les champs E⃗ et B⃗ vibrent partout en phase et leur amplitude varie d’un point à un autre. Ce n’est donc
pas une propagation pour laquelle l’amplitude du signal reste constante. On a ici une onde évanescente.
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Cas où ϵr(ω) est un nombre complexe

Dans ce cas, k2 est complexe et peut s’écrire :

k = k′ + i k′′ (10.25)

où k′ et k′′ sont réels. En introduisant les parties réelles et imaginaires ϵ′(ω) et ϵ′′(ω) de ϵ(ω), on obtient :

k′2 − k′′2 = ω2 µ0 ϵ
′(ω) et 2 k′ k′′ = ω2 µ0 ϵ

′′(ω) (10.26)

On a vu au § 5.4.4 que ϵ′′(ω) était toujours positif et traduisant l’absorption dans le milieu. En prenant k′ > 0
(propagation dans le sens des x positifs), on en déduit que k′′ l’est aussi. Comme les champs s’écrivent :

E⃗ = E⃗0 exp(−k′′ x) exp (i (k′ x− ω t)) et B⃗ = B⃗0 exp(− k′′ x) exp (i (k′ x− ω t)) (10.27)

on peut remarquer que :

1. l’amplitude décrôıt exponentiellement, d’autant plus vite que k′′ est élevé.

2. la phase est modulée dans l’espace, comme l’onde progressive.

Le milieu est dit absorbant. Les propriétés d’absorption sont généralement caractérisées par l’indice complexe
du milieu défini par :

n2(ω) =
c2 k2(ω)

ω2
= [n′(ω) + i n′′(ω)]

2
= ϵr(ω) (10.28)

soit :
n′2 − n′′2 = ϵ′r et 2n′ n′′ = ϵ′′r (10.29)

On appelle n′ l’indice de réfraction et n′′ l’indice d’extinction car l’amplitude de l’onde décrôıt comme
exp(−n′′ ω x/c). On définit une vitesse de phase par :

vφ =
ω

k′
=

c

n′
(10.30)

qui dépendra de la pulsation ω si le milieu est dispersif.

On peut montrer que la moyenne sur une période du vecteur de Poynting vaut :

〈

R⃗
〉

=
ϵ0 E2

0

2
exp

(

− 2n′′ ω

c
x
)

c n′ u⃗x (10.31)

Cette relation montre bien que le flux de l’onde décrôıt exponentiellement avec le coefficient d’extinction
2 k′′ = 2n′′ω/c.

Remarque : Suivant la valeur de ω2 ϵr(ω)/c2, un même milieu pourra correspondre à un des trois modes
précédents. Un domaine de fréquences pour lequel les ondes sont progressives correspond à une bande passante
et est délimité par des fréquences de coupure au delà desquelles l’onde devient évanescente.

10.2.3 Dispersion et absorption dans le domaine optique

En dehors de la bande d’absorption (ie pour |ω−ω0| ≫ 1/τ avec les notations du chapitre 5, on peut réécrire
la polarisabilité α(ω), atomique ou moléculaire, sous la forme :

α(ω) ≈ q2

ϵ0 m

1

ω2
0 − ω2

(10.32)

Cas des milieux dilués

Dans le cas d’un milieu dilué comportant N oscillateurs par unité de volume, on a χ = N α. On en déduit :

n2 − 1 =
N q2

ϵ0 m

1

ω2
0 − ω2

(10.33)
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Un milieu diélectrique contenant généralement plusieurs régions d’absorption de pulsation caractéristique
ωi, (10.33) se met plutôt sous la forme :

n2 − 1 =
∑

i

Ci

ω2
i − ω2

ou encore n2 = 1 +
∑

i

Di

λ2i − λ2
(10.34)

en fonction de la longueur dans le vide λ = 2π c/ω (Ci et Di sont des constantes). La dernière expression
est connue en optique sous le nom de formule empirique de Sellmeier. On lui connâıt deux développements
particuliers :

1. pour un milieu dont les fréquences de résonance sont dans l’UV, on a λ≫ λi dans le domaine visible.
Un développement limité conduit à la formule empirique de Cauchy :

n2 = A+
B

λ2
+

C

λ4
(10.35)

2. pour un milieu dont les fréquences de résonance sont dans l’IR, on a λ≪ λi dans le domaine visible.
Un développement limité conduit à la formule empirique de Briot :

n2 = A′ λ2 +A+
B

λ2
+

C

λ4
(10.36)

Ces expressions permettent généralement de modéliser les indices des gaz ou des liquides sur toute la largeur
du spectre visible jusqu’à la quatrième décimale !

Cas des milieux denses

Pour un milieu dense au contraire, on doit utiliser le champ local et non plus le champ appliqué. En supposant
que l’expression de Lorentz du champ local reste valable pour des champs variables de longueur d’onde très
supérieure aux dimensions des molécules, on doit remplacer ϵr − 1 =

∑

i Ni αi par :

ϵr − 1

ϵr + 2
=
∑

i

Ni αi

3
ou

n2 − 1

n2 + 2
=
∑

i

Ni αi

3
(10.37)

puisque n2 = ϵr. La dernière relation est connue sour le nom de formule de Lorenz-Lorentz.

Pour un fluide donné et à fréquence donnée, la proportionalité entre (n2 − 1)/(n2 + 2) et la densité N de
molécules est bien vérifiée. Un développement limité de (10.37) conduit évidemment à (10.35) et (10.36) dans
les domaines correspondants.

Au voisinage d’une bande d’absorption (n′′(ω) ≠ 0), l’indice de dispersion n′(ω) varie très rapidement, et
possède en particulier une zone où n′(ω) décrôıt avec ω (zone dite de dispersion anormale). Le modèle de
Drüde-Lorentz est en fait trop simple pour décrire convenablement ces régions. Il faudrait prendre en compte
la mécanique quantique.

10.2.4 Interface entre deux diélectriques

Conditions aux limites

On considère deux milieux lhi séparés par une surface qu’on peut toujours confondre localement avec son
plan tangent (Figure 10.8) tant que la longueur d’onde associée est grande devant les défauts de planéité de
la surface.

On supposera que les propriétés du milieu varient fortement au voisinage du plan Oxy. En appelant f l’une
quelconque des composantes des champs, ceci se traduit par une forte variation de ∂g/∂z, tandis que ∂g/∂x,
∂g/∂y et ∂g/∂t ne vont pas varier de manière notable. En procédant comme au § 1.7, on obtient les conditions
aux limites suivantes :

E⃗T2
= E⃗T1

ϵr2 E⃗N2
= ϵr1 E⃗N1

B⃗2 = B⃗1 (10.38)
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+a

Milieu (1)

Figure 10.8 – La surface de séparation entre deux diélectriques peut être confondue avec son plan tangent (voir
texte).

Onde plane monochromatique en incidence quelconque

On considère une onde plane monochromatique de vecteur d’onde k⃗1 se propageant dans un milieu (1)
supposé lhi non absorbant. L’expérience montre qu’en arrivant sur une surface de séparation avec un milieu
(2), également lhi, cette onde incidente donne naissance à une onde réfléchie et à une onde transmise ou

réfractée de vecteurs d’onde respectifs k⃗
′

1 et k⃗2 (Figure 10.9).

Milieu (2)

k
2

T

Milieu (1)

k 1 1i i’1 k’1

N

i 2

Figure 10.9 – Réflexion et réfraction d’une onde plane
monochromatique à l’interface entre deux diélectriques
en incidence quelconque.

Milieu (1)

B2
u

1

B’1
E’1

E 2

Milieu (2)

−u

u
B E

1

Figure 10.10 – Réflexion et réfraction d’une onde
plane monochromatique à l’interface entre deux diélec-
triques en incidence normale.

Sous la seule hypothèse que les milieux (1) et (2) sont lhi, on montre facilement que :

1. la pulsation ω des ondes est identique pour les ondes incidentes, transmises et réfléchies

2. l’onde réfléchie et l’onde transmise sont dans le plan d’incidence défini par k⃗1 et la normale à la surface

3. les angles i1, i′1 et i2 définis par la Figure 10.9 vérifient :

sin(i′1) = sin(i1) et n1 sin(i1) = n2 sin(i2) (10.39)

où n1 et n2 sont les indices des deux milieux.

Coefficients de reflexion et de transmission en amplitude et en énergie

Pour simplifier, on se situe dans ce § dans le cas d’une incidence normale uniquement. Avec les notations de
la Figure 10.10, les champs magnétiques des ondes incidentes, réfléchies et transmises sont respectivement :

B⃗1 =
n1

c
u⃗× E⃗1 B⃗

′

1 = − n1

c
u⃗× E⃗

′

1 B⃗2 =
n2

c
u⃗× E⃗2

La relation de passage B⃗2 = B⃗1 + B⃗
′

1 permet d’écrire que n2 u⃗× E⃗2 = n1 u⃗×(E⃗1 − E⃗
′

1). En multipliant
cette équation vectoriellement par u⃗ et en utilisant le fait que les champs sont transverses (ie u⃗ . E⃗ ≡ 0), on
en déduit :

n2 E⃗2 = n1 (E⃗1 − E⃗
′

1)
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La relation de passage pour le champ électrique dans le cas d’une incidence normale s’écrit E⃗2 = E⃗1 + E⃗
′

1.
On en déduit alors facilement que les champs électriques vérifient :

E⃗
′

1 =
n1 − n2

n1 + n2
E⃗1 et E⃗2 =

2n1

n1 + n2
E⃗1 (10.40)

définissant ainsi les coefficients de réflexion en amplitude r et de transmission en amplitude t par :

r =
n1 − n2

n1 + n2
et t =

2n1

n1 + n2
(10.41)

Pour des milieux non absorbants, les expressions des vecteurs de Poynting sont respectivement :

R⃗1 = c n1 ϵ0 E
2
1 u⃗ R⃗

′

1 = − c n1 ϵ0 E
′2
1 u⃗ R⃗1 = c n2 ϵ0 E

2
2 u⃗

On en déduit les facteurs de réflexion et de transmission en énergie :

R =
Puiss. réf léchie

Puiss. incidente
=

E′2
1

E2
1

= r2 et T =
Puiss. transmise

Puiss. incidente
=

n2

n1

E2
2

E2
1

=
n2

n1
t2

Finalement, les coefficients de réflexion en énergie R et de transmission en énergie T sont définis par :

R =

(

n1 − n2

n1 + n2

)2

et T =
4n1 n2

(n1 + n2)2
(10.42)

10.3 Propagation libre dans un milieu conducteur

Lorsqu’une onde électromagnétique arrive sur un conducteur métallique, on observe une réflexion d’une
partie de l’onde, tandis qu’une fraction de l’onde pénètre dans le métal (d’autant plus faible que la fréquence
est élevée et que le métal s’apparente à un conducteur parfait). Ce paragraphe va expliquer en détail ce
phénomène.

On considère dans tout ce paragraphe des milieux amagnétiques, c’est-à-dire des milieux pour lesquels µr = 1.

10.3.1 Equation de propagation et onde plane

Dans un milieu conducteur, il faut tenir compte de la conductivité σ du métal dans l’expression de (MA).
En supposant un conducteur ohmique pour lequel J⃗ = σ E⃗, ceci s’écrit :

∇⃗×B⃗ = µ0 σ E⃗ + ϵµ0
∂E⃗

∂t
(10.43)

en écrivant la susceptibilité sous la forme ϵ = ϵ0 ϵr. Comme on a ρ = 0 dans un conducteur, ∇⃗×(∇⃗×E⃗) et
(10.43) permettent d’écrire que :

∆E⃗ = µ0 σ
∂E⃗

∂t
+ ϵµ0

∂2E⃗

∂t2
(10.44)

Dans le cas d’un régime harmonique en exp(−iω t), on obtient :

∆E⃗ = (−ϵµ0 ω
2 − iσ µ0 ω) E⃗ = −µ0 ω

2
(

ϵ+ i
σ

ω

)

E⃗ (10.45)

En l’absence de conduction (mais toujours en régime sinusöıdal), ceci s’écrit simplement :

∆E⃗ = −ϵµ0 ω
2 E⃗ (10.46)

qui n’est autre que (10.17) qu’on avait obtenu lors de l’étude de la propagation d’une onde électromagnétique
dans un milieu diélectrique (§ 10.2). Les deux équations (10.45) et (10.46) ne sont différenciées que par le

Electrodynamique classique du vide et des milieux continus, Magistère de Physique & ENS
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coefficient multiplicatif de E⃗. On peut ramener (10.45) à (10.46) en remplaçant ϵ par une susceptibilité
équivalente ϵeff telle que :

ϵeff = ϵ+ i
σ

ω
(10.47)

Toutes les solutions de (10.46) (ou de (10.17)) sont donc valable pour les milieux conducteurs, à condition
de remplacer la permittivité ϵ par la permittivité complexe ϵeff . On va tout d’abord supposer que les deux
termes de (10.47) sont du même ordre de grandeur. Le cas où σ/ω ≫ ϵ sera étudié au § 10.3.4.

La solution en régime sinusoidal et en l’absence de réflexion s’écrit :

Ex = E0 exp
(

− iω (t− z

v
)
)

= E0 exp
(

− iω (t− n z

c
)
)

(10.48)

avec n =
√
ϵr. Dans le cas d’un conducteur, on doit remplacer ϵr par ϵeff , donc l’indice n va devenir complexe

et vérifier :
n2 = ϵeff = ϵr + i

σ

ω
(10.49)

En séparant les parties réelles et imaginaires (n = ν + iκ), on obtient immédiatement :

ν2 − κ2 = ϵr et 2 ν κ =
σ

ω
(10.50)

L’onde électromagnétique dans le conducteur va se mettre sous la forme :

Ex = E0 exp
(

− iω (t− ν z

c
)
)

exp
(

−ω κ
c

z
)

(10.51)

La 1re exponentielle caractérise une propagation avec une vitesse c/ν, soit l’équivalent d’un milieu d’indice
ν. La 2e exponentielle montre une atténuation dans le conducteur. Le coefficient de l’atténuation ω κ/c peut
se mettre sous la forme 2 π κ/λ0 où λ0 est la longueur d’onde de la vibration dans le vide. On appelle κ
l’indice d’extinction du milieu.

10.3.2 Champ à la séparation entre le vide et un conducteur

Cas d’un conducteur parfait

Dans un conducteur parfait, les charges réagissent à l’existence des champs électrique et magnétique variables
en générant instantanément des densités surfaciques de charges σlibre et de courant K⃗libre qui, en superposant
leurs effets à ceux du champ externe, donnent un champ total nul à l’intérieur, ce qui est nécessaire pour un
conducteur à l’équilibre. Les relations donnant σlibre et K⃗libre sont alors :

E⃗ =
σlibre
ϵ0

n⃗ et B⃗ = µ0 K⃗libre × n⃗ (10.52)

où n⃗ est une normale sortante du conducteur. La 1re relation généralise le théorème de Coulomb de l’élec-
trostatique au phénomènes dépendant du temps. La Figure 10.11 représente l’amplitude des champs au
voisinage de la surface d’un conducteur parfait.

Cas d’un conducteur réel

On peut montrer que les champs à l’intérieur d’un conducteur réel s’atténuent exponentiellement sur une
longueur caractéristique δ appelée épaisseur de peau (voir table 10.1 pour l’exemple du cuivre). Les conditions
aux limites données par (10.52) ne sont alors vérifiées qu’en dehors d’une très fine couche de transition à la
surface du conducteur.

Une étude complète de cette couche de transition montre que les champs E⃗c et B⃗c à l’intérieur du conducteur
sont donnés par :

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

B⃗c ≈ B⃗// exp
(

− z

δ

)

exp
(

i
z

δ

)

E⃗c ≈ 1

µ0

√

µc ω

2σ
(1− i) (n⃗× B⃗//) exp

(

− z

δ

)

exp
(

i
z

δ

)

(10.53)
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Figure 10.11 – Amplitude des champs E⃗ et B⃗ à la surface d’un conducteur parfait (à gauche) et d’un conducteur
réel (à droite). n⃗ est une normale sortante du conducteur.

Fréquence 50 Hz 60 Hz 10 kHz 100 kHz 1 MHz 10 MHz
Epaisseur de peau 9,38 mm 8,57 mm 0,66 mm 0,21 mm 66 µm 21 µm

Table 10.1 – Epaisseur de peau δ du cuivre en fonction de la fréquence.

où B⃗// est la composante parallèle du champ magnétique sur la surface extérieure du conducteur, z la

profondeur dans le métal et σ la conductivité du métal. On retiendra que les champs E⃗ et B⃗ ne sont plus
en phase à l’intérieur du conducteur. La condition aux limites sur la composante tangentielle du champ
électrique montre que juste à l’extérieur de la surface, il existe un champ électrique tangentiel donné par :

E⃗// ≈ 1

µ0

√

µc ω

2σ
(1− i) (n⃗× B⃗//) (10.54)

On pourrait montrer qu’il existe également une composante perpendiculaire à la surface du champ magné-
tique, dont l’ordre de grandeur est donné par E⃗// /c. La Figure 10.11 représente l’amplitude des champs au
voisinage de la surface d’un conducteur réel.

10.3.3 Réflexion sur un plan parfaitement conducteur

Réflexion sous incidence normale

On considère une onde plane progressive se propageant dans la direction Ox et arrivant en x = 0 en incidence
normale sur un plan conducteur (Figure 10.12). On remarque que ceci ne limite pas la généralité du résultat
puisque toute onde peut se décomposer en série de Fourier. Les composantes des champs E⃗i et B⃗i de l’onde
incidente sont :

E⃗i =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ex, i = 0

Ey, i = E0 cos(ω t+ k x)

Ez, i = 0

et B⃗i =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Bx, i = 0

By, i = 0

Bz, i = −B0 cos(ω t+ k x)

(10.55)
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avec toujours B0 = E0/c puisque l’onde se propage dans le vide illimité.

Onde incidente

Onde réfléchie
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r

k
r

Vide
Conducteur

parfait

x

y

x

Figure 10.12 – Réflexion d’une onde plane par un plan parfaitement conducteur sous incidence normale.

Comme les champs E⃗i et B⃗i ne vérifient pas (10.52), on doit admettre l’existence de champs E⃗r et B⃗r tels
que, à l’extérieur immédiat du conducteur :

E⃗i + E⃗r =
σlibre
ϵ0

u⃗x et B⃗i + B⃗r = µ0 K⃗libre × u⃗x (10.56)

On en déduit donc que :

E⃗r =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ex, r = 0

Ey, r = −E0 cos(ω t− k x)

Ez, r = 0

et B⃗i =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Bx, r = 0

By, r = 0

Bz, r = −B0 cos(ω t− k x)

(10.57)

Cette onde réfléchie se propage bien dans le sens des x positifs. La relation (10.56) permet alors d’obtenir la
forme de la densité superficielle de courants libres :

K⃗libre =
2B0

µ0
cos(ω t) u⃗y (10.58)

Dans le demi-espace x > 0, il y a superposition des ondes incidentes et réfléchies. On en déduit que les
champs E⃗ et B⃗ totaux s’écrivent :

E⃗ = − 2E0 sin(k x) sin(ω t) u⃗y et B⃗ = − 2B0 cos(k x) cos(ω t) u⃗z (10.59)

On voit dans (10.59) que la phase de E⃗ ou de B⃗ ne dépend que du temps. Il n’y a pas propagation. L’onde est
dite stationnaire. De manière générale, on peut montrer qu’une onde stationnaire est de la forme f(x) g(t)
alors qu’une onde progressive est de la forme f(x± v t).

Les amplitudes de E⃗ et B⃗ dépendent de la position x. Les nœuds 3 de E⃗ vérifient sin(k x) = 0, soit :

x = n
π

k
= n

λ

2
(10.60)

où n est entier. Ils cöıncident avec les ventres de B⃗. De leur côté, les ventres de E⃗ sont situés aux positions
x telles que sin(k x) = ±1, soit :

x = n
π

k
+

π

2 k
= n

λ

2
+
λ

4
(10.61)

3. Par définition, les nœuds correspondent aux lieux d’amplitude nulle et les ventres aux lieux d’amplitude maximale.
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Ils cöıncident avec les nœuds de B⃗.

La densité volumique d’énergie électromagnétique s’écrit après calculs :

1

2
ϵ0 E

2 +
B2

2µ0
= 2 ϵ0 E

2
0

[

sin2(ω t) sin2(k x) + cos2(ω t) cos2(k x)
]

En prenant la moyenne temporelle de cette relation, on obtient finalement :

u = ϵ0 E
2
0 =

B2
0

µ0
(10.62)

Cette valeur est indépendante du point considéré. On montre facilement que le vecteur de Poynting s’écrit
R⃗ = E0 B0/µ0 × sin(2ω t) sin(2 k x). Comme sa moyenne temporelle est nulle en tout point, on en déduit
que l’énergie ne se propage pas. C’est normal, c’est une onde stationnaire !

Réflexion sous incidence oblique

On considère un champ électrique incident de la forme E⃗ = E0 cos(k⃗i . r⃗ − ω t) u⃗y qui rencontre un plan
métallique parfait sous l’angle d’incidence θ.

On peut montrer que les champs réfléchis sont de la forme :

E⃗r = −E0i cos(k⃗r . r⃗ − ω t) u⃗y et B⃗r =
E0

c
cos(k⃗r . r⃗ − ω t) (− cos θ u⃗x − sin θ u⃗z) (10.63)

où k⃗r = k (sin θ u⃗x − cos θ u⃗z) et k = ω/c, la pulsation ω n’étant pas modifiée lors de la réflexion.

Les champs totaux E⃗ et B⃗ de l’onde résultante dans le vide s’écrivent :

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

E⃗ = −2E0 sin(k x sin θ − ω t) sin(k z cos θ) u⃗y

B⃗ = −2
E0

c
[cos θ cos(k x sin θ − ω t) cos(k z cos θ) u⃗x + sin θ sin(k x sin θ − ω t) sin(k z cos θ) u⃗z]

(10.64)

La vitesse de phase de l’onde résultante est :

vφ =
ω

k sin θ
=

c

sin θ
(10.65)

Après calculs, la pression de radiation de l’onde sur le métal s’écrit :

P = 2 ϵ0 E0 cos4 θ (10.66)

Réflexion sur une grille parfaitement conductrice

On considère une grille constituée de fils métalliques parallèles (Figure 10.13). Les électrons de conduction
dans les fils ne peuvent être mis en mouvement que par la composante du champ E⃗ parrallèle aux fils.
L’onde réfléchie est due au rayonnement émis par ces électrons qui se déplacent dans la grille. Si ces courants
étaient répartis uniformément dans le volume des fils, on observerait à la fois une onde réfléchie et une onde
transmise. En fait, à cause de l’effet de peau, les courants sont plutôt localisés du côté de l’onde incidente. Si
l’espacement entre les fils est petit devant la longueur d’onde, on observe que l’onde est totalement réfléchie
et qu’il n’y a pas d’onde transmise (comme dans le cas d’un plan).

Si on considère au contraire un champ E⃗ orthogonal à la direction des fils de la grille, il ne pourra pas mettre
les électrons en mouvement : l’onde sera transmise intégralement. Si l’espace entre les fils est petit devant la
longueur d’onde, une grille métallique se comporte donc comme un polariseur rectiligne.
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Figure 10.13 – Transmission et réflexion d’une onde plane progressive par une grille métallique.

10.3.4 Approximation des fréquences radio

Pour des métaux même moyennement conducteur (σ ≈ 106 S/m au minimum), les deux termes de (10.47)
ne sont du même ordre de grandeur que pour des fréquences très élevées (infra-rouges ou optiques). Dès que
les fréquences sont plus faibles (approximation des fréquences radio), on aura toujours σ/ω ≫ ϵ et (10.44) se
ramène à :

∆E⃗ = σ µ0
∂E⃗

∂t
(10.67)

Ce n’est plus une équation de propagation mais une équation de diffusion. Toujours en régime harmonique
avec J⃗ = σ E⃗, on a :

∆J⃗ + γ2 J⃗ = 0⃗ avec γ2 = iω σ µ0 (10.68)

Onde plane sous incidence normale

On considère une onde plane, polarisée selon Oz qui tombe en y = 0 sur un demi-espace conducteur (Fi-
gure 10.14). La relation (10.68) devient :

d2Jz
dy2

+ γ2 Jz = 0

dont les solutions sont :

Jz = (A exp(−i γ y) +B exp(i γ y)) exp(−iω t) avec γ =
√
ω σ µ0

√
i =

√

ω σ µ0

2
(1− i)

La densité Jz ne peut pas tendre vers l’infini pour y → ∞, d’où nécessairement B = 0. Il reste :

Jz = A exp
(

i (ω t− y

δ
)
)

exp
(

−y

δ

)

avec δ =

√

2

ω σ µ0

L’onde s’atténue exponentiellement avec l’épaisseur de peau δ.

Champ dans un conducteur cylindrique en régime harmonique

On considère un conducteur de rayon r0, infini selon la direction Oz (Figure 10.15). Comme ∇⃗ . J⃗ = 0,
∂Jz/∂z = 0 puisque la seule composante non nulle de J⃗ est Jz. Par raison de symétrie, on a également
∂Jz/∂θ = 0. On déduit de J⃗ = σ E⃗ que la seule composante non nulle de E⃗ est Ez. En régime harmonique,
on a ∇⃗×E⃗ = iω B⃗ qui se réduit à la seule composante azimutale :

Bθ =
i

ω σ

∂Jz
∂r

Tout se résume donc à résoudre (10.68) pour Jz pour connaitre les champs E⃗ et B⃗. Il reste finalement :

d2Jz
dr2

+
1

r

dJz
dr

+ γ2 Jz = 0
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Figure 10.14 – Arrivée d’une onde plane sur une pa-
roi métallique.
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Figure 10.15 – Répartition des champs dans un
conducteur cylindrique.

ou encore :
d2Jz
d(γ r)2

+
1

γ r

dJz
d(γ r)

+ Jz = 0

D’après § A.4, c’est l’équation de Bessel d’ordre 0 de la variable complexe γ r. Elle a pour solution :

Jz = AJ0(γ r) +BN0(γ r)

où J0 et N0 sont respectivement les fonctions de Bessel et de Neumann d’ordre 0. Comme N0 diverge vers
0, on a nécessairement B ≡ 0.

En admettant qu’on peut écrire Jz sous la forme Br(u) + i Bi(u) (où les fonctions Br(x) et Bi(x) sont
représentées sur la Figure 10.16), le module M de Jz vérifie M2/A2 = Br2(x) + Bi2(x). Finalement, en
notant u0 = r0/δ ×

√
2, on a :

Jz
J0

=
M(u)

M(u0)

La Figure 10.17 représente Jz/J0 en fonction de la position dans le fil. On constate que le courant est minimal
au centre du fil et que ce phénomène est d’autant plus prononcé que la fréquence est élevée. Le courant circule
sur une pellicule annulaire et on ne changerait rien à haute fréquence en supprimant le cœur du fil. Ceci
explique l’augmentation de la résistance du fil à haute fréquence.

10.3.5 Pertes dans un conducteur

Dans le cas d’un conducteur parfait, les champs E⃗ et B⃗ étant nuls, il n’y a pas de pertes d’énergie dans le
conducteur. Le seul cas intéressant est celui d’un conducteur réel pour lequel il existe un flux de puissance
pénétrant dans le conducteur. On pourrait montrer que la puissance moyenne absorbée (par unité de surface)
vaut :

dP

dS
=

µc ω δ

4µ2
0

| B⃗// |2 (10.69)

Selon la loi d’Ohm, il existe au voisinage de la surface une densité volumique de courant J⃗ donnée par :

J⃗ = σ E⃗c =
1

µ0 δ
(1− i) (n⃗× B⃗//) exp

(

− z (1− i)

δ

)

(10.70)
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Figure 10.16 – Fonctions tabulées Br(x) et Bi(x)
(Figure extraite de [2]).
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Figure 10.17 – Répartition du courant dans un fil
cylindrique pour diverses valeurs de la fréquence. Pour
ν = 103 Hz, J/J0 est inférieur à l’épaisseur du trait
(Figure extraite de [2]).

Cette densité volumique est confinée sur une épaisseur si petite (quelques δ) qu’on peut dans la pratique
l’assimiler à une densité surfacique K⃗eff :

K⃗eff =

∫ ∞

0
J⃗ dz = n⃗×

B⃗//

µ0
(10.71)

En comparant avec (10.52), on voit qu’un conducteur réel se comporte comme un conducteur parfait dont
le courant surfacique équivalent K⃗eff se répartit sur une très faible épaisseur sur la surface du conducteur.
La perte de puissance dans le conducteur se met alors sous la forme :

dP

dS
=

1

2σ(ω) δ(ω)
|Keff |2 (10.72)

On appelle souvent 1/σ δ la résistance de surface ou résistance superficielle du conducteur. L’avantage de ce
formalisme est qu’à l’aide des densités surfaciques calculées dans le cas des conducteurs parfaits, on pourra
déterminer (au minimum au 1er ordre) les pertes ohmiques dans les guides d’ondes et cavités réels.

10.4 Propagation libre dans un plasma

Un plasma est un état fluide de la matière constitué d’électrons et d’ions qui ne sont pas tous combinés pour
former des atomes neutres. Cet état de la matière est le plus fréquent dans l’Univers. Nous nous intéresserons
ici aux plasma dilués, de très faible densité. La densité des ions est alors suffisamment faible pour que les
interactions entre particules chargées puissent être négligées par rapport aux forces subies par ces particules
lorsqu’elles sont soumises à un champ électromagnétique. Dans le modèle idéal du plasma dilué thermalisé,
les ions sont considérés comme immobiles et on ne prendra en compte que la dynamique des électrons. Nous
ferons en plus l’hypothèse non relativiste qui suppose que les vitesses des électrons restent dans tous les cas
largement négligeables devant la vitesse de la lumière.

On ne considère dans tout ce paragraphe que le vide avec cette fois des densités de charges et de courants
non nulles, mais toujours avec ϵr = 1 et µr = 1.

10.4.1 Mouvement des particules chargées

Dans un plasma où les ions (de masse M) ne sont ionisés qu’une seule fois, la conservation de la charge
totale permet d’écrire que ni = ne, où ni et ne sont respectivement les densités volumiques des ions et des
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électrons. En se plaçant à des échelles de temps faibles devant le temps caractéristique d’amortissement, les
forces qui s’appliquent sur un électron sont :

• Poids : négligé.
• Interactions électromagnétiques avec les autres particules : négligé car la densité est faible par hypo-
thèse.

• Force de Lorentz découlant de l’interaction avec le champ de l’onde plane progressive. Seule la com-
posante électrique est conservée car on est dans le cadre de l’approximation non-relativiste.

Finalement, le principe fondamental de la dynamique appliqué à un électron permet d’écrire :

me
∂v⃗

∂t
= q E⃗ (r⃗ + a⃗( t))

où me est la masse des électrons, r⃗ la position moyenne de l’électron et a⃗(t) la fluctuation par rapport à sa
position moyenne (Figure 10.73).

Position
moyenne

Position à
l’instant t

r

a(t)

O

Figure 10.18 – La position de l’électron à l’instant t peut se décomposer en une partie moyenne R⃗ et une partie
fluctuante a⃗(t).

On supposera que λ≫ |⃗a|, c’est-à-dire que le déplacement local de l’ion se fait sur des distances plus petites
que la longueur d’onde. Cette hypothèse est toujours vérifiée car elle est équivalente à :

2π c

ω
≫ 2π v

ω
soit v ≪ c

qui est une des hypothèses de base de notre problème ! On en déduit que E⃗(r⃗ + a⃗(t)) ≈ E⃗(r⃗, t).

En soumettant le plasma à une onde électromagnétique E⃗ = E⃗0 exp(i (k⃗ . r⃗ − ω t)), on obtient en régime
établi :

−iωme v⃗e = −e E⃗ soit v⃗e =
− i e

ωme
E⃗ (10.73)

De la même façon, on obtiendrait pour la vitesse v⃗i des ions v⃗i = i e/(ωM)×E⃗. Comme vi/ve = me/M ≪ 1,
on néglige généralement le mouvement des ions par rapport à celui des électrons.

Remarque : Formellement, c’est le barycentre du système électron-ion qui reste immobile. Pour être plus
précis, on devrait donc utiliser la masse réduite :

µ =
1

1/me + 1/M
=

me M

me +M

10.4.2 Conductivité et pulsation plasma

Conductivité

Le plasma est le siège d’une densité volumique de courant J⃗ donnée par :

J⃗ = ne × (−e) v⃗e + ni × e v⃗i ≈ −ne e v⃗e ≈ −n e v⃗e

en supposant que la densité volumique ne est quasiment la valeur à l’équilibre n. Finalement, d’après (10.73),
on a :

J⃗ =
i n e2

ωme
E⃗ = γ E⃗ avec γ =

i n e2

ωme
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Cette expression permet de définir la conductivité complexe γ.

Remarque : On peut remarquer que dans un conducteur ohmique, la conductivité complexe s’écrit γ =
(n e2 τ)/[me (1− iω τ)] et que :

lim
τ→∞

(

n e2 τ

me (1− iω τ)

)

=
i n e2

me ω

Pulsation plasma

En régime harmonique exp(−iω t), la forme locale de la conservation de la charge, la loi d’Ohm et (MG)
s’écrivent respectivement :

i k⃗ . J⃗ − iω ρ = 0 J⃗ = γ E⃗ i k⃗ . E⃗ =
ρ

ϵ0

En les combinant, on obtient :

ρ (ω2 − ω2
p) = 0 avec ω2

p =
n e2

me ϵ0
(10.74)

où ωp est par définition la pulsation plasma 4. Numériquement, on a :

ωp =

√

n e2

me ϵ0
= 56, 8

√
n MKSA (10.75)

On déduit de (10.74) que si ω ≠ ωp, la densité volumique de charges totales ρ doit être nulle. Par contre, on
peut avoir ρ ≠ 0 si ω = ωp.

Aspect énergétique

Dans le cadre de ce modèle, le champ E⃗ et la densité volumique de courants J⃗ = γ E⃗ sont en quadrature
puisque γ est imaginaire pur. La puissance volumique cédée par l’onde au milieu est nulle (P = < J⃗ . E⃗ >
∝ < sin(ω t) cos(ω t) > ≡ 0). En régime harmonique établi, une onde électromagnétique ne cède aucune
énergie au plasma. En particulier, la propagation d’ondes dans un plasma dilué sera sans atténuation.

10.4.3 Propagation d’une onde dans le plasma

D’après (10.74), on voit que si ω ≠ ωp, alors ρ = 0. Par contre, si ω = ωp, on peut avoir ρ ≠ 0. On doit donc
étudier plusieurs cas détaillés ci-dessous.

En supposant tout d’abord que ω ≠ ωp et en combinant (MA) et (MF), on obtient la relation de dispersion :

k2 =
ω2 − ω2

p

c2
(10.76)

également appelée équation de dispersion de Klein-Gordon.

Domaine dispersif (ω > ωp)

Si ω > ωp, la densité volumique de charge totale ρ est nulle et k2 > 0 : il y a donc propagation dispersive
sans atténuation. On a en particulier pour les vitesses de phase vφ et de groupe vg :

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

vφ = ω
k = c

√

1− ω2
p/ω

2
> c

vg = c
√

1− ω2
P /ω

2 < c

(10.77)

4. Selon les auteurs, ωp est parfois appelé également fréquence plasma (ou fréquence de Langmuir) - même si ωp est une
pulsation et non une fréquence.
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L’onde se propage sans atténuation dans le plasma, mais avec une vitesse de phase et une vitesse de groupe
qui dépendent de la pulsation ω. Il y a dispersion (Figure 10.19). A la limite des grandes valeurs de ω, l’onde
se propage dans le plasma comme dans le vide. Elle ne le voit pas.

ωω
p

v
φ

0

c

v
g

Figure 10.19 – Variation de la vitesse de phase vφ et
de la vitesse de groupe vg lors d’une propagation sans
atténuation dans un plasma dilué.

ω
p

k
0

ω(k)

Pente c

Pente v
φ
 

(= ω/k) > c

Pente v
g
 

(= dω/dk) < c

ω

Figure 10.20 – Variation de ω(k) =
√

ω2
p + k2c2 en

fonction de k = 2π/λ lors d’une propagation sans atté-
nuation dans un plasma dilué.

Domaine évanescent (ω < ωp)

Si ω < ωp, la densité volumique de charge totale ρ est toujours nulle. La relation (10.76) entrâıne que k2 < 0,
soit :

k =
i

δ
en définissant δ =

c
√

ω2
p − ω2

La quantité δ est homogène à une longueur. Noter qu’on ne retient pas la solution k = −i/δ qui correspondrait
à une augmentation infinie de l’amplitude de E⃗ avec x. Finalement, le champ dans le milieu s’écrit :

E⃗ = E⃗0 exp
(

− x

δ

)

exp(− iω t) (10.78)

On a une onde évanescente avec vφ = ∞ et vg = 0. La quantité caractéristique δ correspond à la longueur
de pénétration de l’onde incidente dans le plasma.

Cas particulier de la pulsation plasma

A ω = ωp, (10.74) est toujours vérifiée, quelque soit la valeur de ρ. Si ρ = 0, alors k = 0 et le plasma vibre
en bloc, sans avoir de dépendance spatiale. Il n’y a pas propagation et ce cas présente peut d’intérêt. Par
contre, si ρ ≠ 0, (MA) et (MF) entrâınent toujours :

(

k⃗ . E⃗
)

k⃗ − k2 E⃗ = −ω
2

c2

(

1−
ω2
p

ω2

)

E⃗

ce qui s’écrit simplement
(

k⃗ . E⃗
)

k⃗−k2 E⃗ = 0 ici car ω = ωp. A l’aide (MG), on a tout de suite i k⃗ . E⃗ = ρ/ϵ0.

Finalement, on a :

E⃗ = − i ρ

ϵ0 k2
k⃗ (10.79)

Cette relation montre qu’une onde longitudinale peut se propager dans le plasma sans atténuation !

Electrodynamique classique du vide et des milieux continus, Magistère de Physique & ENS
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Application : réflexion d’une onde sur un plasma

Comme indiqué que la Figure 10.21, il y a plusieurs cas à considérer lors de l’interaction d’une onde électro-
magnétique et d’un plasma :

• Si ω > ωp, une partie de l’onde électromagnétique est réfléchie, tandis que l’autre se propage sans
atténuation.

• Si ω > ωp, il n’y a pas d’onde transmise mais au contraire une réflexion totale.
Dans le cas particulier où l’épaisseur e du plasma et petite devant δ, on peut observer une propagation
d’une partie de l’onde électromagnétique à travers le plasma.

Un plasma se comporte donc comme un filtre passe-haut pour les ondes électromagnétiques.

Vide Plasma

Onde
incidente

Onde
transmise

ω > ω
p

Vide Plasma

Onde
incidente

Onde
réfléchie

ω < ω
p
 et e >> δ

Vide Plasma

Onde
incidente

Onde
réfléchie

ω < ω
p
 et e ~ δ

Vide

Figure 10.21 – Les diverses possibilités se présentant lorsqu’une onde électromagnétique interagit avec un plasma
froid d’épaisseur e.

10.5 Propagation guidée des ondes TEM

On a étudié au chapitre 10.1 les ondes transverses électromagnétique (TEM) se déplaçant dans le vide
illimité. Pour une transmission efficace de puissance ou d’information, le flux énergétique doit être guidé.
Dans ce paragraphe, on étudie les ondes TEM guidées par la présence de conducteurs métalliques. Les trois
principales structures permettant la propagation des ondes TEM sont représentées sur la Figure 10.22 :

1. Les lignes de transmission à plaques parallèles sont constituées de plans parallèles séparés par un
diélectrique (qui peut être le vide) d’épaisseur uniforme. Noter qu’aux fréquences micro-ondes, ces
lignes de transmission peuvent être réalisées par les techniques de la microélectronique. On les appelle
alors striplines.

2. Les lignes bifilaires sont constituées de deux conducteurs parallèles séparés par une distance constante.

3. Le câble coaxial est constitué de deux conducteurs métalliques concentriques, séparés par un diélec-
trique d’épaisseur constante. Un exemple classique de tels conducteurs est donné par tous les câbles
d’entrée des appareils de mesure haute-fréquence.

Figure 10.22 – Les trois types principaux de lignes de transmission : plaques parallèles (à gauche), ligne bifilaire
(au centre) et câble coaxial (à droite).

Electrodynamique classique du vide et des milieux continus, Magistère de Physique & ENS
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On verra au paragraphe 10.6 que des modes plus complexes que les ondes TEM peuvent également se
propager le long des trois lignes décrites ci-dessus.

On considère dans tout ce paragraphe des milieux amagnétiques, c’est-à-dire des milieux pour lesquels µr = 1.

10.5.1 Lignes de transmission à plaques parallèles

On considère une onde TEM, polarisée dans la direction Oy, se déplaçant dans la direction +z entre deux
plaques parallèles espacées de d (Figure 10.23). Le milieu entre les deux plaques est supposé lhi, de permitti-
vité diélectrique ϵr. Des modes TE et TM peuvent également se propager dans un guide à plaques parallèles,
mais on ne considère pas ce cas ici.

Figure 10.23 – Ligne constituée de deux
plaques parallèles séparées de d. L’espace
entre les deux plaques est repli d’un diélec-
trique lhi caractérisé par ϵr.

Figure 10.24 – Les densités surfaciques de charges ρlibre et de
courants J⃗libre varient de manière sinusöıdale sur les plans conduc-
teurs en fonction de z.

Avec des notations évidentes, sur la plaque du bas, les conditions aux limites s’écrivent :

D⃗ . u⃗y = ρlibre, bas et B⃗ × u⃗y = −µ0 J⃗libre, bas

ou encore :

ρlibre, bas = ϵ0 ϵr Ey = ϵ0 ϵr E0 exp(iβ z) et J⃗libre, bas = −Bx

µ0
u⃗z =

E0

η
exp(iβ z) u⃗z (10.80)

Sur la plaque du haut, on obtient de manière équivalente :

ρlibre, haut = −ϵ0 ϵr E0 exp(iβ z) et J⃗libre, haut = −E0

η
exp(iβ z) u⃗z (10.81)

Les expressions (10.80) et (10.81) montrent que les densités surfaciques de charges et de courants libres varient
de manière sinusöıdale sur les plans conducteurs en fonction de z, de même que Ey et Bx (Figure 10.24).

Dans le guide, les deux équations (MF) et (MA) s’écrivent respectivement :

∇⃗×E⃗ = iω B⃗ et ∇⃗×B⃗ = − iω ϵr
c2

E⃗

Comme E⃗ = Ey u⃗y et B⃗ = Bx u⃗x, ceci devient :

dEy

dz
= −iωBx et

dBx

dz
= − iω ϵr

c2
Ey (10.82)

où on fait apparâıtre des dérivées droites car Bx et Ey ne dépendent que de z.

En intégrant dEy/dz sur y entre 0 et d, on obtient :

d

dz

(

∫ d

0
Ey dy

)

= − iω

∫ d

0
Bx dy
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ou encore en introduisant la différence de potentielle Φ(z) entre les plaques :

− dΦ(z)

dz
= − iω µ0 Jlibre, haut(z) d puisque Φ(z) = −

∫ d

0
Ey(z) dy = −Ey(z) d

Finalement :

− dΦ(z)

dz
= − iω ×

(

µ0 d

w

)

× (w Jlibre, haut(z)) = − iω LI(z)

où

L =
µ0 d

w
et I(z) = w Jlibre, haut(z)

sont respectivement l’inductance par unité de longueur de la ligne à plaques parallèles (exprimée en H/m)
et le courant qui circule dans la plaque du haut dans la direction +z.

De manière similaire, en intégrant dBx/dz dans (10.82), on montre que :

− dI(z)

dz
= − iωC Φ(z) où C = ϵ0 ϵr

w

d

est la capacité par unité de longueur de la ligne à plaques parallèles (exprimée en F/m).

Les équations donnant dΦ(z)/dz et dI(z)/dz peuvent être combinées pour donner des équations du 2e ordre :

d2Φ(z)

dz2
= −ω2 LC Φ(z) et

d2I(z)

dz2
= −ω2 LC I(z)

dont les solutions, pour des ondes se déplaçant dans la direction +z, sont :

Φ(z) = Φ0 exp(iβz) et I(z) = I0 exp(iβ z)

10.5.2 Transmission le long d’un fil

Equation des télégraphistes

On considère un fil conducteur isolé, parcouru par un courant I(x, t) de haute fréquence, dont la longueur
d’onde n’est pas infiniment grande par rapport aux dimensions du circuit. Elle eut même être petite devant
les dimensions du circuit.

A basse fréquence, on considère des éléments physiques distincts (inductance, résistance, ..). Ceci est dû
au fait que le courant est le même partout et que la phase est identique en chaque point (Approximation
des Etats Quasi-Stationnaires). Lorsque la longueur d’onde devient petite par rapport aux dimensions des
composants du circuits (conductances, résistances, ..), ceux-ci deviennent le siège de déphasages dus à la
propagation, tandis que le courant varie d’un point à un autre du circuit. Un fil est donc à la fois une
résistance, une conductance, l’armature d’un condensateur, etc.. et ses propriétés doivent être évaluées en
chaque point. Elles sont réparties le long du fil.

On note ici e(x, t) la différence de potentiel à l’instant t entre le point d’abscisse x et une masse de référence.
Le fil est caractérisé par quatre paramètres (dont on prendra les valeurs par unité de longueur) :

1. La résistance r (exprimée en Ω/m).

2. L’inductance L (exprimée en H/m).

3. La capacité C du fil par rapport à la masse (exprimée en F/m).

4. La résistance de fuite à travers l’isolant. Cette perte s’effectuant en parallèle, on utilise géneralement
la conductance (ou perductance) g (exprimée en S/m), qui est l’inverse de la résistance de fuite. En
notant If le courant de fuite (par unité de longueur), on aura If = g e.

On peut remarquer que L et C correspondent à un stockage d’énergie électromagnétique à l’abscisse x, tandis
que r et g correspondent à une dissipation d’énergie sous forme de chaleur.

Pour étudier la propagation de l’onde le long de la ligne, on considère une section de fil d’abscisse comprise
entre x et x+ dx (Figure 10.25). La loi d’Ohm s’écrit :

e(x, t)− e(x+ dx, t) = r I dx+ Ldx
∂I

∂t
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Comme l’accroissement de est pris à l’instant t, on en déduit :

− ∂e

∂x
= r I + L

∂I

∂t
(10.83)

I(x)

x x+dx

I(x+dx)
I fe(x, t)

Figure 10.25 – Représentation continue d’une ligne entre les abscisses x et x+ dx.

La loi qui relie dans un condensateur la charge et la tension (Q = C V ) s’écrit ici pour une variation sur
l’intervalle dt :

∂q

∂t
dt = C dx× ∂e

∂t
dt

La conservation de la charge totale prend en compte le courant qui rentre dans le volume considéré à l’abscisse
x, le courant qui sort à x+ dx, le courant de fuite et la charge utilisée pour le condensateur, soit :

I(x, t)− I(x+ dx, t)− If dx = C dx× ∂e

∂t

soit :

−∂I
∂x

= g e+ C
∂e

∂t
(10.84)

Pour résoudre (10.83) et (10.84), ou peut par exemple différencier (10.83) par rapport à t et (10.84) par
rapport à x. On en déduit deux expressions de ∂2e/∂x∂t (moyennant une hypothèse sur la dérivabilité de e)
qui amènent facilement à :

LC
∂2I

∂t2
+ (r C + g L)

∂I

∂t
+ r g I =

∂2I

∂x2
(10.85)

Cette relation est connue sous le nom d’équation des télégraphistes.

Cas des lignes sans pertes

On utilise pour cette étude (10.85) avec r = 0 et g = 0. On obtient :

LC
∂2I

∂t2
=

∂2I

∂x2
(10.86)

C’est une équation dite de d’Alembert dont la solution est de la forme I(x) = F (t− x/v) +G(t+ x/v) où v
est homogène à une vitesse et vaut v = 1/

√
LC. En utilisant (10.84) (avec g = 0), on obtient :

C
∂e

∂t
=

1

v
[F ′(t− x/v)−G′(t+ x/v)]

En intégrant par rapport au temps, on obtient, à une constante près :

e(x, t) =

√

L

C
[F (t− x/v)−G(t+ x/v)] =

√

L

C
I(x) (10.87)

Cette équation, ainsi que la définition de v, sont identiques aux deux équations donnant en acoustique la
vitesse et la pression dans un tuyau cylindrique.
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Cas des lignes avec pertes par effet Joule en régime sinusöıdal

On utilise pour cette étude (10.85) en cherchant des solutions particulières de la forme I = Y (x) exp(iω t).
On obtient facilement :

Γ2 Y =
d2Y

dx2
avec Γ2 = (r + i Lω) (g + i C ω)

En posant Γ = α+ iβ, les solutions de l’équations ci-dessus se mettent sous la forme :

Y = A exp(−Γx) +B exp(Γx)

soit

I(x, t) = A exp(−αx) exp

(

iω (t− β

ω
)x

)

+B exp(αx) exp

(

iω (t+
β

ω
)x

)

(10.88)

La relation (10.84) permet alors d’écrire :

e (g + i C ω) = − ∂I

∂x
= Γ (A exp(−Γx) +B exp(Γx)) exp(iω t)

En remplaçant par la définition de Γ2 ci-dessus, on obtient :

e =

√

r + i Lω

g + i C ω
exp [A exp(−αx) exp(iω(t− β x/ω))−B exp(αx) exp(iω(t+ β x/ω))] (10.89)

Les coefficients α et β s’obtiennent grâce à :

Γ2 = α2 − β2 − 2 iαβ = r g − LC ω2 + iω (r C + g L)

Dans le cas très fréquent où r et g sont petits, le terme réel est négatif donc β2 ≈ LC ω2. La partie imaginaire
donne :

α ≈ ω (r C + g L)

2β
=

r C + g L

2
√
C L

Les solutions (10.88) et (10.89) ressemblent aux solutions de l’équation non amortie du début de ce para-
graphe, avec néanmoins quelques différences :

1. Le coefficient B (lié à la réflexion en bout de ligne) est nécessairement très petit à cause du terme en
exp(−αx). La réflexion ne joue aucun rôle dès que αx est grand.

2. La vitesse de propagation est v = ω/β ≈ 1/
√
LC. Elle la même expression que pour la ligne non

amortie.

3. L’impédance itérative 5 de la ligne est :

Z0 =

√

r + i Lω

g + i C ω

C’est une expression complexe qui dépend de ω. Ceci implique que même en l’absence de réflexion
(puisque B ne joue pas de rôle), le déphasage entre I et e dépend de ω. Il y a donc une distorsion du
signal. La seule condition pour rendre Z0 indépendante de ω est d’avoir :

r

g
=

L

C

On retombe alors sur la valeur de l’impédance sur une ligne sans pertes.

5. Si l’onde réfléchie est nulle, alors le rapport défini par :

Z0 =
e(x, t)

I(x, t)
=

√

L

C

est constant et appelé l’impédance ou l’impédance itérative.

Electrodynamique classique du vide et des milieux continus, Magistère de Physique & ENS
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Cas des lignes avec pertes par rayonnement

On n’a considéré jusqu’à présent que des pertes par effet Joule dans les résistances. Comme le fil crée autour
de lui des champs E⃗ et B⃗, il existe un flux d’énergie caractérisé par le vecteur de Poynting. Cette énergie est
prise au fil et constitue donc un autre mécanisme de pertes. On a vu au chapitre 9 qu’elles peuvent se mettre
sous la forme 1/2 × Rr I2, où la résistance de rayonnement Rr peut valoir typiquement quelques dizaines
d’Ohm.

Il existe deux méthodes pour éviter ces pertes à haute fréquence : la ligne bifilaire et le câble coaxial. Ces
deux méthodes sont détaillées ci-dessous.

10.5.3 Exemple de la ligne bifilaire

Une ligne bifilaire utilise deux lignes parallèles, excitées en opposition de phase, séparées par un diélectrique
isolant. Un exemple est donné par la ligne de Lecher (Figure 10.26). En tout point d’abscisse x, les courants
sont égaux et opposés. Les champs B⃗ des deux fils sont égaux et opposés à grande distance : il n’y a donc pas
de rayonnement à grande distance (puisque E⃗ × B⃗ ≡ 0⃗). Les conducteurs sont en influence électrostatique
partielle car il y a des champs donc du rayonnement à courte distance. Il y a donc quand même une possibilité
de pertes par rayonnement.

Un exemple classique de telles lignes est par exemple les câbles téléphoniques qu’on voyait dans les campagnes
il y a quelques années. Dans de nombreuses applications, la ligne bifilaire a rapidement été remplacée par le
câble coaxial.

Figure 10.26 – Répartition spatiale typique
des champs E⃗ et B⃗ pour une ligne bifilaire.

r
R 2

Longueur unité

E
B

+ q zR1

− q

Figure 10.27 – Schéma typique d’un conducteur coaxial.

10.5.4 Transmission à l’aide d’un câble coaxial

On peut éviter l’inconvénient du dispositif décrit ci-dessus en utilisant des conducteurs en influence électro-
statique totale, grâce à une structure en condensateur cylindrique (Figure 10.27).

On considère deux conducteurs cylindriques concentriques séparés par un matériau diélectrique isolant.
L’influence du conducteur central sur le conducteur extérieur est totale : les charges à l’abscisse x sont
rigoureusement égales et opposées. Il n’y a pas de champ à l’extérieur du câble et au sein du diélectrique, le
champ à la structure d’une onde plane : E⃗ et B⃗ sont orthogonaux entre eux et orthogonaux à la direction
de propagation. Dans un tel système, le rayonnement est nul à l’extérieur et est localisé dans le diélectrique
intermédiaire.

On utilise généralement un diélectrique plastique, le polyéthylène (ϵr = 2, 3), dont les pertes par rayonnement
sont très faibles, pour isoler les deux conducteurs. Le conducteur interne est un fil conducteur massif tandis
que le conducteur externe est formé d’une gaine tressée de fin fils métalliques.

Electrodynamique classique du vide et des milieux continus, Magistère de Physique & ENS
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La capacité par unité de longueur est celle du condensateur cylindrique :

C =
2π ϵ0 ϵr

ln(R2/R1)
(10.90)

Dans un élément de volume annulaire dV , situé à la distance r dans le diélectrique, l’énergie magnétique
stockée dw vaut :

dw =
1

2
H⃗ . B⃗ dV =

B2

2µ0
dV soit w =

µ0 I2

4π

∫ R2

R1

dr

r
=

µ0 I2

4π
ln

(

R2

R1

)

en intégrant puisque à la distance r, le champ B⃗ est constant et vaut B = µ0 I/(2π r). Par identification
avec w = 1/2× LI2, on obtient :

L =
µ0

2π
ln

(

R2

R1

)

(10.91)

En combinant (10.90) et (10.91), on obtient la vitesse de propagation v :

v =
1√
LC

=
1

√
ϵ0 ϵr µ0

(10.92)

et l’impédance Z0 du cable :

Z0 =

√

L

C
=

1

2π
√
ϵr

√

µ0

ϵ0
ln

(

R2

R1

)

=
60
√
ϵr

ln

(

R2

R1

)

(10.93)

Par exemple, pour du polyéthylène (ϵr = 2, 3) avec R2/R1 = 10, on obtient v/c = 66% et Z0 = 91 Ω. Pour
crééer des cables d’impédance bien définie (50 Ω, 75 Ω, 100 Ω, ..), on joue sur le rapport R2/R1 dès que le
diélectrique est fixé.

10.6 Propagation guidée des ondes transverses

Lorsque la fréquence atteint le GigaHertz (GHz), les conducteurs coaxiaux décrits au § 10.5.4 deviennent
inutilisables pour deux raisons :

1. le conducteur externe, formé de fils tressés, devient un écran imparfait et des lignes de champ de fuite
apparaissent entre les fils : le fil rayonne de l’énergie à l’extérieur.

2. le diélectrique qui sert de support au conducteur central devient absorbant (à cause principalement
des bandes d’absorption du CO2 qui est quasiment toujours présent).

On est donc naturellement amené à changer de concept. On va voir dans ce paragraphe comment transporter
un signal électromagnétique dans un espace limité par des parois. Dans la pratique, ces parois peuvent être
métalliques (pour les guides issus des klystrons) ou isolantes (fibre optiques). Le cas de fibres optiques ne
sera pas abordé dans ce cours.

Pour des longueurs d’onde allant jusque vers 1 m, le seul moyen pratique de transporter un rayonnement
électromagnétique fait intervenir des structures métalliques dont les dimensions sont comparables à celles des
longueurs d’onde mises en jeu et pour lesquels le milieu de propagation est soit du vide, soit un diélectrique

10.6.1 Généralités sur les guides d’onde

On considère des guides d’ondes dont toutes les surfaces sont parfaitement conductrices et dont la forme et
la taille d’une subsection restent constantes dans la direction Oz. On supposera que le guide est rempli d’un
milieu non dispersif caractérisé par ses constantes ϵ et µ.
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Equation d’onde - Champs transverses

En supposant une dépendance harmonique en exp(− iω t), les équations de Maxwell s’écrivent :

∇⃗ . E⃗ = 0 ∇⃗× E⃗ = iω B⃗ ∇⃗× B⃗ = − i ϵµω E⃗ ∇⃗ . B⃗ = 0 (10.94)

En introduisant les composantes transverses du gradient (∇⃗t) et du laplacien (∆t) selon :

∇⃗t ≡ u⃗x
∂

∂x
+ u⃗y

∂

∂y
et ∆t ≡ ∆ − ∂2

∂z2
=

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(10.95)

on montre facilement que les champs E⃗ et B⃗ satisfont l’équation d’onde :

(∆t + ϵµω2 − k2)

⎧

⎨

⎩

E⃗

B⃗

⎫

⎬

⎭

= 0⃗ (10.96)

On peut décomposer chaque champ E⃗ ou B⃗ en une composante transverse et une composante longitudinale :

⎧

⎨

⎩

E⃗ = Ez u⃗z + E⃗t = Ez u⃗z + (u⃗z × E⃗)× u⃗z

B⃗ = Bz u⃗z + B⃗t = Bz u⃗z + (u⃗z × B⃗)× u⃗z

(10.97)

En supposant une propagation vers les z positifs et à condition qu’une au moins des deux composantes Ez

et Bz soit non nulle, on en déduit après calculs 6, que les composantes transverses des champs E⃗t et B⃗t

vérifient :
⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

E⃗t =
i

ϵµω2 − k2

(

k ∇⃗t(Ez)− ω u⃗z ×∇⃗t(Bz)
)

B⃗t =
i

ϵµω2 − k2

(

k ∇⃗t(Bz) + ϵµω u⃗z ×∇⃗t(Ez)
)

(10.98)

Les composantes longitudinales Ez et Bz jouent le rôle de potentiels car leur connaissance suffit à déterminer
les champs totaux de manière univoque.

Cas des ondes TEM

Avant de chercher à résoudre (10.98), on peut remarquer qu’il existe une solution dégénérée, appelée onde
transverse électromagnétique (ou onde TEM), qui est susceptible de se propager dans le guide. Cette solution
a toutes ses composantes perpendiculaires à la direction du guide et vérifie :

∇⃗ . E⃗TEM = 0 et ∇⃗× E⃗TEM = 0⃗ (10.99)

On en déduit que ∆(E⃗TEM ) = 0. Le champ de l’onde TEM est la solution d’un problème électrostatique
bien connu à deux dimensions. Dans notre cas, ceci a plusieurs conséquences :

• Le nombre d’onde axial est égal à sa valeur dans le vide illimité :

k = k0 = ω
√
ϵµ (10.100)

Le nombre d’onde étant un réel positif, ce mode peut se propager sans restriction : il n’y a pas de
fréquence de coupure.

6. On peut montrer immédiatement que pour tout vecteur A⃗ que l’on décompose sous la forme A⃗(x, y, z) = A⃗t(x, y)+Az u⃗z ,
on a les relations suivantes :

∇⃗ . A⃗ = ∇⃗t(At) +
∂Az

∂z
u⃗z . (∇⃗× A⃗) = u⃗z . (∇⃗t × A⃗t) u⃗z ×(∇⃗× A⃗) = ∇⃗(At) −

∂A⃗t

∂z
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Université Paris-Saclay (2021-2022)

281



• Si les champs sont harmoniques, le champ magnétique B⃗TEM s’écrit :

B⃗TEM = ±√
ϵµ u⃗z × E⃗TEM (10.101)

Le lien qui unit E⃗TEM et B⃗TEM est le même que celui qui unit les ondes planes dans un milieu infini.
• Le mode TEM ne peut exister à l’intérieur d’un seul conducteur cylindrique creux de conductivité
infinie. En effet, la surface du cylindre étant une équipotentielle, le champ électrique dans le conducteur
ne peut être que nul. Il faut au minimum deux surfaces cylindriques pour propager le mode TEM.
C’est ce qu’on a vu au § 10.5, par exemple pour le câble coaxial ou la ligne bifilaire.

Conditions aux limites

On considère le repère local (n⃗, u⃗, u⃗z) sur la surface interne du guide (Figure 10.28).

n

u

Figure 10.28 – Les conditions aux limites sur la surface interne d’un guide creux imposent des propriétés particulières
aux composantes longitudinales des champs E⃗ et B⃗ (voir texte).

On montre que les composantes longitudinales des champs vérifient sur la paroi du guide :

Ez|S = 0 et
∂Bz

∂n

∣

∣

∣

∣

S

= 0 (10.102)

où ∂/∂n|S représente la dérivée normale en un point de la surface.

Solution de l’équation d’onde dans le cas général

L’équation d’onde (10.96), combinée aux conditions aux limites décrites au paragraphe précédent, définit des
problèmes aux valeurs propres standards. Comme les condition aux limites sur Ez et Bz sont différentes, leurs
valeurs propres sont en général différentes. Les solutions générales à l’équation d’onde (10.96) se classent en
deux catégories :

• Ondes transverses électriques ou ondes TE. Pour ces ondes, on a Ez ≡ 0 en tout point. La

condition aux limites relevante est donc ∂Bz
∂n

∣

∣

∣

S
= 0.

• Ondes transverses magnétiques ou ondes TM. Pour ces ondes, on a Bz ≡ 0 en tout point. La
condition aux limites relevante est donc Ez|S = 0.

L’intérêt de la décomposition de la solution générale en ondes TE, TM et TEM est que ces trois ondes
forment un ensemble complet de champs orthogonaux. On peut ainsi décrire à l’aide d’une combinaison
linéaire de ces trois modes la propagation d’une perturbation électromagnétique quelconque dans un guide
(ou une cavité).
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Notion d’impédance d’onde

On doit donc résoudre (10.98), en utilisant la relation liant les champs électrique et magnétique transverses.
On posera :

B⃗t =
µ0

Z
u⃗z × E⃗t où Z =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

µω

k
=

k0
k

√

µ

ϵ

k

ϵ ω
=

k

k0

√

µ

ϵ

avec k0 = ω
√
ϵµ (10.103)

où Z représente l’impédance d’onde.

Relation entre le nombre d’onde et la fréquence de coupure

On note Ψ la fonction scalaire égale à Ez pour le mode TM et à Bz pour le mode TE. L’équation d’onde
s’écrit :

(

∆t + k2t
)

Ψ = 0 avec k2t = ϵµω2 − k2 (10.104)

On peut montrer 7 que dans tous les cas k2t > 0. Il apparâıt donc un spectre de valeurs propres ktλ et de
solutions (λ = 1, 2, 3, . . .) que l’on appelle modes du guide d’onde. Pour chaque valeur de λ, le nombre d’onde
k est déterminé (à ω donnée) par :

k2λ = ϵµω2 − k2tλ (10.105)

On définit une fréquence de coupure ωλ par :

ωλ =
ktλ√
ϵµ

(10.106)

Finalement, le nombre d’onde se met sous la forme :

kλ =
√
ϵµ
√

ω2 − ω2
λ (10.107)

Si ω > ωλ, l’onde se propage puisque le nombre d’onde est alors réel. Par contre, si ω < ωλ, le nombre d’onde
est imaginaire pur. L’onde est dite évanescente et ne se propage pas.

7. En posant k2t = ϵµω2 − k2, on peut montrer que les composantes longitudinales Ez et Bz vérifient :

∆t(a) = − k2t a

De plus, on a :

∇⃗ .
(

a ∇⃗t(a)
)

=
(

∇⃗t + ∇⃗z

)

.
(

a ∇⃗t(a)
)

= ∇⃗t .
(

a ∇⃗t(a)
)

car ∇⃗t . ∇⃗z ≡ 0

= ∇⃗t(a) . ∇⃗t(a) + a ∇⃗t

(

∇⃗t(a)
)

car ∇⃗ . (u A⃗) = A⃗ . ∇⃗(u) + u ∇⃗ . A⃗

=
(

∇⃗t(a)
)2

+ a
(

∇⃗t

)2
(a) =

(

∇⃗t(a)
)2

+ a∆t(a) =
(

∇⃗t(a)
)2

− k2t a2

En utilisant ce résultat, le flux de a ∇⃗t(a) à travers une surface (S) du conducteur s’écrit :
∫∫

(S)

(

a ∇⃗t(a)
)

. n⃗ dS =

∫∫∫

(V )
∇⃗ .

(

a ∇⃗t(a)
)

dτ =

∫∫∫

(V )

(

∇⃗t(a)
)2

dτ −
∫∫∫

(V )
k2t a2 dτ

Or :
∫∫

(S)

(

a ∇⃗t(a)
)

. n⃗ dS =

∫∫

(S)
a
∂a

∂n
dS = 0

car soit a = 0 (pour une onde TE), soit ∂a/∂n = 0 (pour une onde TM). Finalement :

k2t =

∫∫∫

(V )

(

∇⃗t(a)
)2

dτ

∫∫∫

(V )
a2 dτ

≥ 0
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Figure 10.29 – Variation du nombre d’onde axial en fonction de la fréquence. On note qu’à une fréquence ω donnée
(flèche bleue), seul un nombre fini de modes peuvent se propager.

Cas du conducteur parfait

Le flux d’énergie est donné par la moyenne temporelle du vecteur de Poynting R⃗ dont on pourrait montrer
qu’il s’écrit :

R⃗ =
ω k

2 k4t

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

µ

(

u⃗z | ∇⃗t(Ψ)|2 − i
k2t
k

Ψ∗ ∇⃗t(Ψ)

)

avec Ψ(x, y) = Bz(x, y) Mode TE

ϵ

(

u⃗z | ∇⃗t(Ψ)|2 + i
k2t
k

Ψ ∇⃗t(Ψ
∗)

)

avec Ψ(x, y) = Ez(x, y) Mode TM

(10.108)

Il faut garder à l’esprit que la fonction Ψ doit être multipliée à chaque fois par le terme de propagation
exp(i k z).

Si la fonction Ψ est complexe, il apparâıt une circulation transverse d’énergie. C’est de l’énergie emmagasinée
dont on ne s’occupera pas ici. On supposera donc que la fonction Ψ est réelle.

Le flux de la puissance P s’obtient en intégrant la composante axiale du vecteur de Poynting R⃗ sur la surface
(A) du guide. On obtient après calculs :

P =

∫∫

(A)
R⃗ . u⃗z dS =

1

2
√
ϵµ

ω2

ω2
λ

√

1−
ω2
λ

ω2

⎧

⎨

⎩

µ

ϵ

⎫

⎬

⎭

∫∫

(A)
ψ ψ∗ dS (10.109)

L’énergie U des champs par unité de longueur s’obtient à l’aide d’un calcul similaire :

U =
1

2

ω2

ω2
λ

⎧

⎨

⎩

µ

ϵ

⎫

⎬

⎭

∫∫

(A)
ψ ψ∗ dS (10.110)

Le rapport entre le flux de puissance P et l’énergie U à la dimension d’une vitesse. C’est la vitesse de l’énergie
ou vitesse de groupe de l’onde :

P
U

= vg =
k

ω

1

ϵµ
=

1
√
ϵµ

√

1−
ω2
λ

ω2
(10.111)

On aurait pu obtenir cette relation en dérivant simplement (10.107) puisque vg = dω/dk.

Cas du conducteur réel

On considère désormais dans ce paragraphe des parois de conductivité σ finie. Dans ce cas, le nombre d’onde
n’est plus soit réel, soit imaginaire pur. Du fait de la conductivité des parois, le nombre d’onde se met sous
la forme :

kλ ≈ k(0)λ + αλ + iβλ (10.112)
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où k(0)λ est le nombre d’onde correspondant à une conductivité infinie. Le terme αλ représente juste un
décalage constant et n’aura pas trop d’influence. Par contre, le terme βλ représente l’atténuation due aux
pertes ohmiques dans les parois. En supposant que la conductivité σ est indépendante de la fréquence, on
pourrait montrer que βλ s’écrit finalement :

βλ ≈
√

ϵ

µ

1

σ δλ

C

2A

√

ω

ωλ
√

1− ω2

ω2
λ

(

ξλ + ηλ
(ωλ

ω

)2
)

(10.113)

où δλ est la profondeur de peau à la fréquence de coupure et ξλ et ηλ deux constantes sans dimension
voisines de l’unité. Pour les modes TM, la constante ηλ s’annulle. Cette formule n’est plus valable lorsqu’on
se rapproche de la fréquence de coupure ωλ.

Figure 10.30 – Variation typique de la constante d’atténuation βλ en fonction de la fréquence. Pour les modes TM,
l’atténuation minimale se situe en ω/ωλ =

√
3.

La courbe 10.30 représente les variations de βλ en fonction de la fréquence. Le minimum de l’atténuation
survient très au dessus de la fréquence de coupure. Pour le mode TM, ce minimum se situe toujours en√
3ωλ. Pour le mode TE, on ne peut pas donner d’expression générale simple, car ξλ et ηλ dépendent de la

géométrie du guide. Vers les hautes fréquences, l’atténuation crôıt comme
√
ω.

10.6.2 Guides d’ondes rectangulaires

Mode TE

On considère un mode TE dans un guide rectangulaire tel que celui de la Figure 10.31.

y

x

b

a

εµ

Figure 10.31 – Guide rectangulaire rempli d’un matériau défini par ϵ et µ.
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Pour un mode TE, l’équation d’onde s’écrit :

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2t

)

Bz = 0 (10.114)

Les conditions aux limites sont données par :

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

∂Bz

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0 et
∂Bz

∂x

∣

∣

∣

∣

x=a

= 0

∂Bz

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= 0 et
∂Bz

∂y

∣

∣

∣

∣

y=b

= 0

(10.115)

En utilisant ces conditions aux limites, la solution de l’équation d’onde (10.114) se met sous la forme :

Bz(x, y) = B0 cos
(mπ x

a

)

cos
(nπ y

b

)

(10.116)

dont les solutions non triviales sont données par m ≠ 0 ou n ≠ 0. On montre alors facilement que la fréquence
de coupure du guide vaut :

ωmn =
π

√
ϵµ

√

m2

a2
+

n2

b2
(10.117)

Il existe une fréquence de coupure ωmn pour chaque couple de valeurs (m, n).

On considère à partir de maintenant que les dimensions du guide vérifient a = 2 b. La Figure 10.32 représente
les divers modes qui peuvent se propager dans le guide.

1,0ω / ω2 3 4 5

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 n = 0

n = 10,1 1,1 2,1 3,1 4,1

n = 20,2
1,2

2,2 3,2

1

Figure 10.32 – Les modes TE les plus bas en considérant que les dimensions du guide vérifient a = 2 b (Figure 10.31).

Cas particulier du mode TE10

Les lignes de champ du mode TE10 pour un guide rectangulaire sont représentées sur la Figure 10.33. En
supposant des parois parfaitement conductrices, les lignes de courant sur les parois du guide ont schémati-
quement l’allure de la Figure 10.34.

Mode TM11

Dans le cas du mode TM11, on montrerait de même que les lignes de champ sont comme indiquées sur la
Figure 10.35.

10.6.3 Cavités résonantes cylindriques

Une cavité est un guide d’onde fermé à ses extrémités par des surfaces situées à z = 0 et z = d, que l’on
supposera planes et perpendiculaires à l’axe du guide. Comme pour les guides d’ondes, on supposera que la
cavité est remplie d’un milieu non dispersif caractérisé par les constantes ϵ et µ.
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Figure 10.33 – Lignes de champ du mode TE10 dans un guide rectangulaire (Figure extraite de [5]).

Cas général

Dans le cas général, les champs sont donnés par les équations suivantes pour un mode TE :

TE

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

Et = − iω µ

k2t
sin
(pπ z

d

)

u⃗z ×∇⃗t(Ψ)

Bz = Ψ sin
(pπ z

d

)

Bt =
µ pπ

d k2t
cos
(pπ z

d

)

∇⃗t(Ψ)

avec Ψ = Bz (10.118)

Pour un mode TM, on a :

TM

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

Ez = Ψ cos
(pπ z

d

)

Et = − pπ

d k2t
sin
(pπ z

d

)

∇⃗t(Ψ)

Bt =
i µ ϵ ω

k2t
cos
(pπ z

d

)

u⃗z ×∇⃗t(Ψ)

avec Ψ = Ez (10.119)

On peut montrer qu’on a toujours :

k2t = ϵµω2 −
(pπ

d

)2
(10.120)

ce qui correspond à la fréquence de résonance :

ω2
p =

1

ϵµ

(

k2t +
(pπ

d

)2
)

(10.121)
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Figure 10.34 – Courants de surface pour le mode TE10 dans un guide rectangulaire (Figure extraite de [5]).

Figure 10.35 – Lignes de champ du mode TM11 dans un guide rectangulaire (Figure extraite de [5]).

Cavité cylindrique

On ne considère désormais que le cas d’une cavité cylindrique d’axe Oz (Figure 10.36).

x

y

d

Rz

Figure 10.36 – Cavité cylindrique d’axe Oz.

L’équation que les coordonnées Ψ(R⃗, t) doivent vérifier s’écrit (en coordonnées cylindriques) :

(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)

Ψ(r, θ) = 0 (10.122)

En cherchant Ψ(r, θ) sous la forme Ψ(r, θ) = R(r)Q(θ), on trouve que les fonctions R et Q doivent vérifier :

d2R

dξ2
+

1

ξ

dR

dξ
+

(

1− m2

ξ2

)

R = 0 et Q(θ) = e± im θ (10.123)
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Université Paris-Saclay (2021-2022)

288



où m est entier. L’équation différentielle satisfaire par R est l’équation de Bessel d’ordre m, dont on a montré
au § A.4 que pour m entier, elle admet deux solutions linéairement indépendantes : les fonctions de Bessel
Jm(x) et les fonctions de Neumann Nm(x). Ces fonctions sont tabulées et sont donc considérées comme
connues.

Cas d’un mode TM

Dans le cas du mode TM, l’équation d’onde transverse est :

Ez = E0 Jm
(r xmn

R

)

exp (± imφ) (10.124)

où xmn est le nième zéro de la fonction Jm, c’est-à-dire la nième racine 8 de l’équation Jm(x) = 0 (cf A.4). Les
fréquences de résonance sont données par :

ωmnp =
1

√
ϵµ

√

x2
mn

R2
+

p2 π2

d2
(10.125)

Le mode le plus bas est le mode TM010 dont la fréquence de coupure vaut :

ω010 =
1

√
ϵµ

2, 405

R
(10.126)

Cas d’un mode TE

Dans le cas d’un mode TE, l’équation de l’onde transverse est cette fois :

Bz = B0 Jm

(

r x′
mn

R

)

exp (± imφ) (10.127)

où x′
mn est la nième racine de l’équation J ′

m(x) = 0 (cf A.4). Les fréquences de résonance sont données par :

ωmnp =
1

√
ϵµ

√

x′2
mn

R2
+

p2 π2

d2
(10.128)

Le mode le plus bas est le mode TE111 dont la fréquence de coupure vaut :

ω111 =
1

√
ϵµ

1, 841

R

√

1 + 2, 912
R2

d2
(10.129)

On en déduit que pour d > 2, 03R, la fréquence de coupure ω111 du mode TE111 est inférieure à la fréquence
de coupure ω010 du mode TM010. Le mode TE111 est alors le mode fondamental de la cavité.

Pertes d’énergie dans une cavité

Les cavités résonantes possèdent donc un spectre discret de fréquences de résonances. A chaque fréquence
correspond une configuration particulière des champs E⃗ et B⃗.

On s’attend donc, en tentant d’exciter un mode particulier, à ce qu’aucun champ n’apparaisse dans la cavité
tant que la fréquence n’est pas exactement la fréquence de résonance ω0. Dans la pratique, on observe une
réponse étroite centrée autour de la fréquence d’oscillation théorique ω0. La largeur de cette bande est due
à la dissipation dans les parois et dans le diélectrique.

On caractérise la qualité d’une cavité par la sélectivité de sa réponse à une excitation extérieure. Le paramètre
Q de référence est donné par :

Q = ω0
Energie emmagasinée

Puissance dissipée
(10.130)

8. La théorie des fonctions de Bessel permet de montrer que ces fonctions possèdent un nombre infini de racines.
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La puissance stockée dans une cavité est représentée sur la Figure 10.37 en fonction de la fréquence ω. On
pourrait montrer que la largeur ∆ω de la résonance se met sous la forme :

∆ω = − ω0

2Q
(10.131)

0

0 / Q

ω
0ω  + Δω ω

Γ = ω

Figure 10.37 – Puissance stockée dans une cavité en fonction de la fréquence ω.

En notant U l’énergie stockée dans la cavité, on en déduit que la conservation de l’énergie s’écrit :

dU

dt
+

ω0

Q
U = 0 soit U(t) = U0 exp (−ω0 t/Q) (10.132)

L’énergie stockée dans une cavité décrôıt avec le temps avec une constante de temps proportionnelle au
facteur de qualité Q.

On peut montrer qu’à un facteur géométrique près, Q est le rapport du volume occupé par le champ au
volume du conducteur dans lequel pénètrent les champs en raison de la conductivité finie des parois.

Conclusion

A l’exception des milieux magnétiques, en extrapolant (voir tableau 10.2) ce qui a été vu dans ce chapitre,
vous devriez être capable de traiter tout problème de propagation d’une onde électromagnétique dans un
milieu quelconque ayant des caractéristiques quelconques.

σlibre J⃗libre ϵ/ϵ0 µ/µ0

Propagation libre dans le vide 0 0 1 1
Propagation libre dans un diélectrique 0 0 ϵr 1
Propagation libre dans un conducteur 0 ≠ 0 1 1
Propagation libre dans un plasma ≠ 0 ≠ 0 1 1
Propagation guidée 0 0 0 ou ϵr 1

Table 10.2 – Les divers types de propagation abordés dans ce chapitre.
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Annexe I

Compléments du Chapitre 10
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Introduction

Cette annexe résume quelques propriétés des ondes ayant normalement été vues dans les années précédentes,
mais un rappel n’a jamais fait de mal..

I.1 Généralités sur la propagation d’une onde

Lorsqu’un paramètre physique f dépend à la fois de l’espace et du temps de manière couplée, on dit qu’il
représente une onde qui se propage dans l’espace en fonction du temps. Les composantes des champs E⃗ et B⃗
sont des paramètres qui, sous certaines conditions, se comportent comme des ondes.

On dira d’une onde vectorielle C⃗ qu’elle est polarisée si une ou plusieurs de ses composantes sont nulles :

• lorsque la direction de C⃗ est fixe, la polarisation de l’onde est dite rectiligne.

• lorsque C⃗ est colinéaire à sa direction de propagation, la polarisation de l’onde est dite longitudinale.

• lorsque C⃗ est orthogonal à sa direction de propagation, la polarisation de l’onde est dite transverse.

On dira d’une onde f(r⃗, t) qu’elle est plane (cf Figure I.1) si elle ne dépend en coordonnées cartésiennes que
d’une seule variable, par exemple x :

∀y ∀z f(x, y, z, t) = f(x, t) (I.1)

On appellera alors plan d’onde un plan quelconque perpendiculaire à l’axe des x. Sur chacun de ces plans,
la valeur de f reste évidemment constante.

I.1.1 Equation de d’Alembert

Les paramètres physiques d’un grand nombre de phénomènes ondulatoires vérifient l’équation, dite équation
de d’Alembert 1 :

∆f − 1

v2
∂2f

∂t2
= ! f = 0 (I.2)

1. Certains auteurs ( [7] par exemple) appellent simplement cette équation équation d’onde.
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x

z

y

O

2tt
1

Figure I.1 – Onde plane se propageant dans la direction Ox. Les plans d’onde se déplacent à la vitesse v entre deux
instants t1 et t2 > t1.

où ! ≡ ∆−1/c2×∂2/∂t2 est l’opérateur d’alembertien (ou simplement le d’alembertien) et où v est homogène
à une vitesse mais n’est pas forcément la vitesse de la lumière 2.

Dans le cas d’une onde plane, l’équation de d’Alembert (I.2) devient :

∂2f

∂x2
− 1

v2
∂2f

∂t2
= 0 (I.3)

I.1.2 Solution générale de l’équation de d’Alembert à une dimension

Pour déterminer la forme générale des solutions de l’équation de d’Alembert à une dimension (I.3), on effectue
le changement de variables :

X =
x

v
− t et Y =

x

v
+ t (I.4)

On peut alors écrire :
∂f

∂x
=

∂f

∂X

∂X

∂x
+

∂f

∂Y

∂Y

∂x
=

1

v

(

∂f

∂X
+
∂f

∂Y

)

et
∂2f

∂x2
=

∂

∂X

[

1

v

(

∂f

∂X
+
∂f

∂Y

)]

∂X

∂x
+

∂

∂Y

[

1

v

(

∂f

∂X
+
∂f

∂Y

)]

∂Y

∂x

soit finalement :
∂2f

∂x2
=

1

v2

[

∂2f

∂X2
+ 2

∂2f

∂X ∂Y
+

∂2f

∂X2

]

(I.5)

De la même façon, on a :
∂f

∂t
=

∂f

∂X

∂X

∂t
+

∂f

∂Y

∂Y

∂t
= − ∂f

∂X
+

∂f

∂Y

et
∂2f

∂t2
=

∂

∂X

[

− ∂f

∂X
+

∂f

∂Y

]

∂X

∂t
+

∂

∂Y

[

− ∂f

∂X
+

∂f

∂Y

]

∂Y

∂t

soit finalement :
∂2f

∂t2
=

∂2f

∂X2
− 2

∂2f

∂X ∂Y
+

∂2f

∂X2
(I.6)

En combinant (I.5) and (I.6), l’équation de d’Alembert (I.3) se ramène à :

∂2f

∂X ∂Y
= 0 (I.7)

2. Attention, certains auteurs prennent la convention de signe inverse pour la définition du d’alembertien !.
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En intégrant par rapport à X, on montre donc qu’il existe une fonction H(Y ) (qui ne dépend au plus que
de Y et certainement pas de X) telle que :

∂f

∂Y
= H(Y )

Une deuxième intégration par rapport à Y montre qu’il existe deux fonctions g(X) et h(Y ) (ne dépendant
respectivement que de X et Y ) telles que f s’écrive :

f(X, Y ) = g(X) + h(Y ) (I.8)

On peut facilement vérifier que réciproquement, toute fonction de la forme (I.8) est solution de (I.3). On
peut donc écrire de manière très générale les solutions de l’équation de d’Alembert à une dimension sous la
forme 3 :

f(x, t) = g
(x

v
− t
)

+ h
(x

v
+ t
)

(I.9)

Les fonctions g et h ainsi définies sont des ondes planes puisque, à t donné, elles prennent une valeur constante
dans tous les plans définis par x = cste.

I.1.3 Interprétation

On note G(x, t) = g(x/v − t) la fonction g à l’abscissse x et à l’instant t. On note t1 et t2 deux instants
consécutifs (t2 > t1). On peut écrire :

G(x, t2) = g
(x

v
− t2

)

= g

(

x− v(t2 − t1)

v
− t1

)

= G(x− v(t2 − t1), t1) (I.10)

La représentation spatiale de la fonction g à l’instant t2 est donc la translatée de la quantité v (t2 − t1) dans
le sens des x positifs de la représentation spatiale de g à l’instant t1 (cf Figure I.2).

La courbe g(x, t) est simplement la translation dans le sens des x positifs à la vitesse v de la courbe g(x, 0).
On appellera onde plane progressive une onde telle que g qui se propage dans le sens des x positifs.

g(x, t)

2 1

x

v (t  −t  )

2g (x, t  )1g (x, t  )

Figure I.2 – La représentation spatiale de g à l’instant
t2 est la translatée de v (t2 − t1) de la représentation
spatiale de g à l’instant t1 < t2.

x

z

y

O
2t

t 1

u

Figure I.3 – Onde plane se propageant dans une di-
rection quelconque donnée par u⃗. Les plans d’onde se
déplacent à la vitesse v entre deux instants t1 et t2 > t1.

De manière équivalente, on montre que h se translate dans le sens des x négatifs à la vitesse − v. Une onde
telle que h est appelée une onde plane régressive.

La solution générale de l’équation de d’Alembert se met donc sous la forme de la somme de deux ondes
planes, l’une progressive et l’autre régressive.

3. De manière équivalente, on trouve parfois écrit que f(x, t) est de la forme f(x, t) = g(x− v t) + h(x+ v t).
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I.1.4 Onde plane se déplaçant dans une direction quelconque

Pour une onde plane se déplaçant dans une direction quelconque selon un axe de vecteur unitaire u⃗, on peut
écrire (cf Figure I.3) :

f(x ′, t) = g

(

x ′

v
− t

)

+ h

(

x ′

v
+ t

)

(I.11)

dans le repère (Ox′y′z′) tel que Ox′ soit dans la direction de u⃗. Dans le repère (Oxyz), on a :

f(r⃗, t) = g

(

u⃗ . r⃗

v
− t

)

+ h

(

u⃗ . r⃗

v
+ t

)

car x ′ = u⃗ . r⃗ (I.12)

I.2 Deux types d’ondes particuliers

I.2.1 Ondes planes

Ondes planes harmoniques

On appelle onde plane progressive harmonique ou monochromatique (OPPH ou OPPM selon les auteurs)
une onde plane se propageant selon u⃗ telle que :

f(r⃗, t) = f0 cos

[

ω

(

u⃗ . r⃗

v
− t

)

+ φ

]

= f0 cos(k⃗ . r⃗ − ωt+ φ) (I.13)

où l’on a défini le vecteur d’onde k⃗ d’une telle onde par :

k⃗ =
ω

v
u⃗ (I.14)

La norme de k⃗ est le nombre d’onde, c’est-à-dire le nombre de périodes spatiales par unité de longueur
(multiplié par 2π). La période spatiale λ d’une OPPH est donnée par :

λ =
2π

k
=

2π v

ω
(I.15)

Elle représente la distance minimale dont il faut se déplacer à un instant donné pour recrouver la même
valeur de la fonction d’onde. De manière équivalente, on définit la période temporelle T d’une OPPH par :

T =
2π

ω
=

2π v

k
(I.16)

Elle représente le temps minimum pour qu’en un point donné, la valeur de la fonction d’onde se retrouve.
Les deux périodes spatiales et temporelles sont reliées par :

λ = v T (I.17)

Remarque : De manière équivalente, on appelle onde plane régressive harmonique une onde plane se
déplaçant dans la direction − u⃗ telle que :

f(r⃗, t) = f0 cos(k⃗ . r⃗ − ω t+ φ) avec k⃗ = − ω

v
u⃗ (I.18)

Ondes planes périodiques quelconques

On considère une onde plane progressive quelconque f(r⃗, t) de direction de propagation u⃗, périodique dans
le temps de période T = 2π/ω. On peut décomposer f en série de Fourier sous la forme :

f(r⃗, t) = a0 +
∑

n

an cos(k⃗n . r⃗ − nω t+ φn) avec k⃗n =
nω

v
u⃗ (I.19)

Remarque : De la même façon, on décompose une onde plane régressive quelconque sous la forme (I.19)
avec :

k⃗n = − nω

v
u⃗ (I.20)
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Ondes stationnaires

On considère la superposition d’une onde plane progressive harmonique et d’une onde plane régressive har-
monique de même amplitude f0 et de même déphasage φ, se déplaçant toutes les deux selon (Ox). D’après
(I.13) et (I.18), cette onde s’écrit :

f(x, t) = f0 cos(k x− ω t+ φ) + f0 cos(−k x− ω t+ φ) = 2 f0 cos(k x) cos(ω t− φ) (I.21)

L’espace et le temps sont maintenant découplés. Une telle onde ne se propage pas. Elle est dite stationnaire.
La fonction cos(ω t − φ) module l’amplitude temporelle de la fonction cos(k x). Pour une onde stationnaire
(cf Figure I.4), les nœuds restent fixes au cours du temps tandis que les ventres ont l’amplitude maximale.

t

f (x, t)

Noeud

Ventre

t = t 2 = t

t = t 1

1

Figure I.4 – Pour une onde stationnaire, les nœuds restent fixes au cours du temps tandis que les ventres ont
l’amplitude maximale.

I.2.2 Ondes sphériques

On dira d’une onde qu’elle est sphérique si elle ne dépend que de la distance r à un point donné (que l’on
prend généralement comme origine). Si en plus elle suit l’équation de d’Alembert, on a alors d’après (A.43) :

1

r

∂2

∂r2
(rf) − 1

v2
∂2f

∂t2
= 0 soit encore

∂2

∂r2
(rf) − 1

v

∂2

∂t2
(rf) = 0 (I.22)

D’après § I.1, il existe donc des fonctions g et h telles que r f(x, t) = g (x/v − t) + h (x/v + t) soit
finalement :

f(x, t) =
1

r
g
(x

v
− t
)

+
1

r
h
(x

v
+ t
)

(I.23)

où la fonction g est une onde divergente et la fonction h une onde convergente (cf Figure I.5).

I.3 Généralisation aux équations de propagation linéaires

I.3.1 Notation complexe

Tant que les équations que l’on cherche à résoudre sont linéaires (et c’est en particulier le cas pour les
équations de Maxwell), on peut utiliser la notation complexe. On pourra ainsi associer à toute grandeur

sinusöıdale de la forme f = f0 cos(k⃗ . r⃗ − ω t+ φ) la grandeur complexe f̃ telle que :

f = Re(f̃) avec f̃ = f0 exp
[

i (k⃗ . r⃗ − ω t+ φ)
]

(I.24)

Le choix du signe dans l’exponentielle est purement conventionnel. Il suffit d’en choisir un et d’être cohérent
ensuite 4 !

4. On utilisera ici la représentation complexe exp(− iω t), qui est généralement utilisée en optique électromagnétique. Par
contre, en électrocinétique, la convention habituelle est exp(+ iω t) ! Les impédances complexes ”classiques” i Lω ou 1 / iC ω
sont déterminées comme cela. Gare aux confusions !
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Université Paris-Saclay (2021-2022)

295



O

rr1 r2O

g / r

rr2 r1O

h / r

O

Figure I.5 – L’onde divergente décrite par la fonction g se déplace vers l’extérieur de la sphère à la vitesse v de r1
à r2 entre les instants t1 et t2 > t1 (en haut), au contraire de l’onde convergente décrite par la fonction h (en bas).

Remarque : La notation complexe ne doit être utilisée que dans l’étude de problèmes linéaires.
En particulier, on reviendra aux notations réelles en électromagnétisme avant toute étude énergétique. Très
souvent, et ce polycopié ne fait pas exception à la règle, on notera également f la fonction complexe f̃ . C’est
un abus de langage, mais tellement courant que vous me le pardonnerez..

I.3.2 Décomposition en série de Fourier

La justification la plus générale de la notion d’ondes planes progressives monochromatiques comme base de
décomposition de tout type d’onde est la possibilité de décomposer toute fonction du temps en termes de
transformées de Fourier :

f
(x

v
− t
)

=
1√
2π

∫ +∞

−∞

fω(ω) exp
[

iω
(x

v
− t
)]

dω (I.25)

Ainsi, en électormagnétisme, la linéarité des équations de Maxwell permet de considérer toute onde plane
progressive comme une somme d’ondes monochromatiques.

Toute équation de propagation linéaire admet donc des ondes planes comme solutions :

f(r⃗, t) = f0 exp
[

i(k⃗ . r⃗ − ω t)
]

avec k⃗ = k⃗1 + i k⃗2 (I.26)

Le vecteur d’onde k⃗ peut être complexe (on supposera k1 et k2 réels). On peut montrer que ceci se produit
nécessairement lorsque l’équation de propagation admet à la fois des dérivées d’ordre pair et impair. La
coexistence des deux termes introduit dans ce cas une irréversibilité qui se traduit par une atténuation de
l’onde, quel que soit son sens de propagation. Les dérivées d’ordre impair dans l’équation de propagation
correspondent généralement à des termes dissipatifs 5.

5. On peut prendre pour exemple l’équation :

∆f −
1

c2
∂2f

∂t2
−

ν

c2
∂f

∂t
= 0

En introduisant (I.26), on obtient :

− k2(ω) +
ω2

c2
+ i

ω ν

c
= 0

qui conduit bien à un vecteur d’onde k⃗ complexe.

Electrodynamique classique du vide et des milieux continus, Magistère de Physique & ENS
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I.3.3 Propagation d’une onde plane progressive harmonique avec atténuation

Lorsque le vecteur d’onde k⃗ = k⃗1 + i k⃗2 est complexe, une OPPH se met sous la forme :

f(r⃗, t) = f0 exp
[

i (k⃗ . r⃗ − ω t)
]

= f0 exp
(

− k⃗2 . r⃗
)

exp
[

i (k⃗1 . r⃗ − ω t)
]

(I.27)

Une telle onde s’atténue dans la direction de k⃗2. Le milieu est dissipatif. Il y a absorption. Dans le cas extrême
où le vecteur d’onde est imaginaire pur (k1 = 0), l’onde est évanescente :

f(r⃗, t) = f0 exp
(

− k⃗2 . r⃗
)

exp (−iω t) soit en réels f(r⃗, t) = f0 exp
(

− k⃗2 . r⃗
)

cos(ω t) (I.28)

Une telle onde ne se propage pas car le couplage entre les composantes spatiales et temporelles a disparu.

I.3.4 Vitesse de phase - Relation de dispersion

On appellera vitesse de phase vφ la vitesse à laquelle il faut se déplacer dans le sens de propagation donné
par u⃗ pour que la phase k1(ω) r − ω t reste constante :

vφ =
ω

k1(ω)
(I.29)

Si k1 n’est pas linéaire en ω, la vitesse de phase vφ dépend de ω. Dans ce cas, les différentes harmoniques qui
constituent le signal n’ont pas la même vitesse de phase, ce qui amène une distorsion de l’onde en fonction du
temps. Le milieu est dit dispersif. On appelle relation de dispersion la fonction k1(ω) donnant la partie réelle
du nombre d’onde k en fonction de la pulsation ω. Elle impose généralement une relation entre la période
temporelle d’une impulsion et sa période spatiale.

I.3.5 Vitesse de groupe

Il est important de voir qu’une onde sinusöıdale ne transporte aucune information car ses propriétés sont les
mêmes en tout point de l’espace. Pour qu’une onde soit porteuse d’information, il lui faut être modulée en
phase, en amplitude ou en fréquence. On appelle vitesse de groupe vg d’une onde la vitesse de propagation
de l’information. Elle est a priori différente de la vitesse de phase.

Pour le montrer, on peut par exemple considérer la superposition de deux ondes planes progressives harmo-
niques de même amplitude mais de pulsations respectives ω −∆ω et ω +∆ω (avec ∆ω ≪ ω). On obtient :

f(x, t) = f0 cos [(k −∆k)x− (ω −∆ω) t] + f0 cos [(k +∆k)x− (ω +∆ω) t]

soit :
f(x, t) = 2 f0 cos(∆k x−∆ω t) cos(k x− ω t) (I.30)

La représentation de cette onde est donnée à un instant donné par la Figure I.6. Le terme en cos(∆k x−∆ω t)
module en amplitude le terme en cos(kx− ωt). Il contient l’information transportée par l’onde, c’est-à-dire
la façon dont elle est modulée. Sa vitesse de phase ∆ω/∆k est donc par définition la vitesse de groupe de
l’onde : vg = ∆ω/∆k. A la limite des faibles variations, on écrira :

vg =
dω

dk
(I.31)

Remarque 1 : Lorsque la vitesse de phase est indépendante de ω (vφ = ω/k = v), alors la vitesse de
groupe de l’onde est égale à sa vitesse de phase :

vg =
dω

dk
=

ω

k
= vφ

Remarque 2 : Comme l’énergie d’une onde est liée à son amplitude, on dit généralement que la vitesse vg
de la modulation est la vitesse de l’énergie.

Remarque 3 : La théorie de la relativité impose que vg soit borné par la vitesse de la lunière c, mais
n’impose aucune condition sur la vitesse de phase vφ.
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I.3.6 Interprétation de la vitesse de groupe

Les ondes décrites par (I.25) représentent en général une situation fictive puisqu’elles représentent une pul-
sation unique, s’étendant de t = −∞ à t = +∞. Généralement, on ne peut pas réaliser mieux qu’une
onde quasi monochromatique, encore appelée paquet d’ondes, qu’on peut représenter comme la superposition
d’ondes monochromatiques de pulsations voisines, donc de nombres d’onde voisins :

f(x, t) ≈
∫ +∞

−∞

f0(k) exp (−i [k x− ω(k) t]) dk (I.32)

où f0(k) ne prend des valeurs non nulles que dans un intervalle centré autour de k0 6. En effectuant un
développement limité de ω(k) au 1er ordre en q = k − k0, on obtient :

ω ∼= ω0 + (k − k0)
dω

dk

∣

∣

∣

∣

k= k0

d′où ω ∼= vφ k0 + vg (k − k0) (I.33)

L’équation (I.32) se réécrit à l’aide d’un changement de variable :

f(x, t) ∼=
∫ +∞

−∞

f0(q) exp [− i ([k0 + q]x− [vφ k0 + vg q]t)] dq (I.34)

Cette fois, la fonction f0(q) ne prend de valeurs non nulles que dans un intervalle centré sur zéro. On peut
donc réécrire cette équation sous la forme :

f(x, t) ∼= F (x− vg t) exp (− i k0 [x− vφt]) (I.35)

en définissant le facteur de groupe F (x− vg t) par :

F (x− vg t) =

∫ +∞

−∞

f0(q) exp (− i q (x− vg t)) dq (I.36)

La relation (I.35) montre que l’on peut représenter une onde quasi monochromatique par le produit d’une
onde monochromatique de vecteur d’onde k0 se propageant à la vitesse de phase vφ, mais modulée par un
facteur de groupe se propageant à la vitesse de groupe vg.

Figure I.6 – La modulation de l’amplitude contient l’information
transportée par l’onde.

F

xg
v  t

Figure I.7 – Facteur de groupe.

Pour illustrer ceci, on peut considérer un facteur de groupe tel que celui représenté sur la Figure I.7. Alors
la partie réelle du paquet d’ondes s’écrit Re [f(x, t)] = cos (k0 [x− vφ t]) F (x− vg t) si le facteur de groupe
est réel et prend l’aspect de la Figure I.6. Le centre du paquet se déplace à la vitesse de groupe et les plans
de phase à la vitesse de phase.

6. On peut remarquer qu’à un facteur 1/
√
2π près, (I.32) est en fait une décomposition en série de Fourier.
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1.1.3 Equation de continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Equations de Maxwell dans le vide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2.1 Equations de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Electrodynamique classique du vide et des milieux continus, Magistère de Physique & ENS
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2.3.3 Méthodes variationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.3.4 Résolution numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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4.2.5 Cas général : circuit quelconque dans un champ magnétique quelconque . . . . . . . . 126

4.3 Auto-induction et induction mutuelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4.3.1 Inductance propre d’un circuit filiforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.3.2 Inductance mutuelle de plusieurs circuits filiformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.3.3 Auto-induction et induction entre circuits couplés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.4 Energie magnétique emmagasinée par des circuits filiformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.4.1 Cas d’un seul circuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.4.2 Cas de deux circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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F Compléments du Chapitre 4 139

F.1 Quelques exemples d’application de l’induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

F.1.1 Couplage entre deux bobines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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7.2.5 Champ démagnétisant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

7.2.6 Equations de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

7.3 Les divers types de milieux magnétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

7.3.1 Milieux diamagnétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

7.3.2 Milieux paramagnétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

7.3.3 Milieux ferromagnétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

7.3.4 Autres milieux magnétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
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10.6.1 Généralités sur les guides d’onde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280

10.6.2 Guides d’ondes rectangulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
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