Chapitre 10

Propagation des ondes
électromagnétiques
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Introduction

Les principes généraux sur les ondes sont rappelés brievement en Compléments a la fin de ce chapitre. Dans
ce dernier chapitre, on traite tout d’abord de la propagation des ondes électromagnétique dans le vide, puis
dans quelques milieux illimités. Les deux derniers paragraphes abordent la propagation guidée.

10.1 Propagation libre dans le vide

10.1.1 Equations de propagation des champs et des potentiels

En jauge de Lorenz (1.16), les équations de propagation des potentiels s’écrivent :

1 9°9 - 1 9%4 L
- == =0 =0 t AA——— =04 =0 10.1
2 Ot? ¢ 2 ot? (10.1)
et vérifient donc une équation de d’Alembert.
Dans un milieu vide de charges et de courants, on a d’apres (MF) :
. o - (0B 8 (o = 1 0°E
\Y% (V E) = -V - :_f<v B>:_77
AV X(m) ot \v 2 o
= V(V.E)-aF = -AF
Electrodynamique classique du vide et des milieur continus, Magistere de Physique & ENS 253

Université Paris-Saclay (2021-2022)



et d’apres (MA) :

Vx (VxB) = Wx(a’f) - L0 (9xE) - —“f%B

On a donc montré que (dans un milieu vide de charges et de courants), les champs suivent également une
équation de d’Alembert :

L 1 0%E L . 1 9°B 4
AE—- -2 —0OF =0 t AB—- -2 — OB =0 10.2
2 o ¢ 2 o2 (10.2)

D’apres (I1.1.2), la solution générale de ces équations se met sous la forme :
. . . . = U.T - u.r
E(z, t) = Ey (t— f) +E_ (t+£) E(r 1) = Ey (t— ) +E- (t+c>
c c

ou

~ = X = i . . - - N -
Bz, t) = B+(t—;)+B—(t+g) B, t) = B, (t—“)+B <t+“)
&

selon que l'onde se propage selon (Ox) ou dans la direction de vecteur unitaire #. Avec ces notations, +
représente une onde progressive et — une onde régressive.

10.1.2 Ondes électromagnétiques progressives

Il existe deux types d’ondes progressives d’intérét en électromagnétisme : les ondes planes et les ondes
sphériques.

Ondes planes

On considere le cas d’une onde plane se propageant dans la direction Oz. On introduit les champs transverses
E, et By tels que :
E = E,+ E, i, et B = B;+ B, 1, (10.3)

Par ailleurs, on montre facilement que E, et B, ne dépendent ni de la position, ni du temps!. Cela signifie
que la solution des équations de Maxwell est entierement déterminée par les champs transverses. Le principe
de superposition permet alors de poser :

E, =0 et B, =0 (10.4)

1. En effet, pour une onde plane se propageant dans la direction O, E et B ne dépendent que de la coordonnée . (MG)
et (M®) entrainent alors :

. OF OF OF OFE

V.E= 0= _24+-2 z = L =0
ox * oy + 0z ox

. 0B, 0B, 0B 0B,

V.B= 0= "2 +-7% z = L =0
ox + oy + 0z ox

De méme, les projections sur Oz de (MF) et (MA) entrainent :

S o 0B dE, OE 9B aB
VxE = —— = z Y = — i = L =0
x ot oy 02 ot ot
.. 1 O0F OB, OB 1 OE OF
VxB = — — = z Y = = d = L =0
X 2 ot oy 02 2 ot ot
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et de considérer que le champ de l'onde plane est forcément transverse. En fait, seules les composantes
transverses interviennent dans la propagation. Les composantes longitudinales, s’il y en a, sont simplement
spectatrices.
A laide de (MG) et (M®), en utilisant des champs en exp(—iwt), on a immédiatement ik.E = 0 et
ik.B = 0. De méme, en utilisant (MA) et (MF), on peut écrire ik x E=iwBetikx B=—iw/c* x E.
On a alors :

- —

i x (kxE) = (k.EYE—KE = —k*E

2
- -, w* =
kx(wB) = ——F
wB) = -4
La relation reliant la pulsation w de ’onde plane et le nombre d’onde k s’écrit :

w
k= — 10.
p (10.5)

Cette relation est connue sous le nom de relation de dispersion dans le vide illimité.

On montre immédiatement que dans le cas d’une onde plane se propageant dans la direction (Oz), on a :

|
B = -i,xE (10.6)
&

—

ce qui signifie que le triedre (E, B , Uz) est un triedre direct. L’onde est dite transverse électrique et magnétique
(TEM).

Ondes sphériques

Le concept de 'onde plane a de nombreux avantages, mais il présente I'inconvénient de ne pas toujours étre
physiquement acceptable. Le concept d’onde sphérique est plus réaliste quand on se rapproche de la source
car il correspond a ’émission isotrope d’un signal électromagnétique a partir d’une source ponctuelle. Par
définition, une onde sera sphérique si a chaque instant le champ a la méme valeur en tout point d’une sphere.

Chacune des composantes de E ou de B vérifie I’équation de d’Alembert. Chaque composante est donc de
la forme :

1 1
- —ct —h t
~glr —ct) + —hlr +ct)

ou g et h représentent respectivement une onde divergente et une onde convergente. Contrairement aux ondes
planes, ces ondes se déforment avec la distance r.

10.1.3 Polarisation des ondes planes
La polarisation d’une onde est 1’évolution de la direction de son champ électrique E au cours du temps (cf

Figure 10.1). Pour une onde se propageant dans le vide illimité selon Oz, Pexpression la plus générale du
champ électrique est :

E, =0

E, = Ey, cos(kx —wt+ ¢y) avec k =

olE

(10.7)

E, = Ey cos(kx —wt+¢,)

ol les constantes 2 Ey, et Ey, d'une part, et ¢, et ¢, d’autre part sont a priori différentes.

Pour décrire 1’évolution de la direction du champ E au cours du temps, il existe a priori deux méthodes :
fixer la position et envisager I’évolution dans le temps ou fixer le temps et envisager 1’évolution spatiale selon
Ozx.

2. On supposera que les amplitudes Eo, et Eo, sont positives, mais cela ne change rien & la généralité du propos.
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FIGURE 10.1 — La polarisation d’une onde représente ’évolution de la direction de son champ électrique E au cours
du temps.

Les différents états de polarisation dans un plan d’onde

En fixant la position et en regardant I’évolution du champ E dans le temps, on peut montrer que (10.7)

conduit a :
E,\?* E.\? E E. .
<Eoy> " (Eo) -2 (Eoy) (Eo) cos(9) = sin’(¢) Hes

ol ¢ = ¢, — ¢y. Si ¢ est un multiple de 7, la polarisation est dite rectiligne. Si ¢ n’est pas un multiple de ,

extrémité de E décrit une ellipse. La polarisation est elliptique (cf Figure 10.2). Enfin, si ¢ = 7/2 ou 37/2,
la polarisation est circulaire. Dans tous les cas, le sens de parcours de la courbe décrivant I'extrémité de F
dépend de la valeur du déphasage ¢ entre les composantes E, et E..

z z z z

) SRRN
y(/’/y y )y

Rectiligne Elliptique gauche
¢=0 O<dp<m/2 o=m/2 n/2<p<m
Z Z z z

RN ey
y )y y( y

Rectiligne Elliptique droite
¢=m n<dp<3m/2 ¢=3m/2 3n/2<dp<2n

FIGURE 10.2 — Les différents états de polarisation en supposant que ’observateur regoit I’onde selon la direction Oz.

Pour obtenir le sens de rotation sur l’ellipse, on peut remarquer que d’apres (10.7) :

<d(§z>t=0 = Fy_ w sin(9) (10.9)

Comme FE, est maximum en ¢t = 0, le sens de rotation dépend du signe de sin(¢). Si 0 < ¢ < 7, la polarisation
est gauche, elle est droite si m < ¢ < 2.
Les différents états de polarisation a t donné

En fixant le temps et en regardant 1’évolution du champ E dans I’espace, on obtient les Figures 10.3 et 10.4
pour des polarisations respectivement rectilignes et circulaires.

Electrodynamique classique du vide et des milieur continus, Magistere de Physique & ENS 256
Université Paris-Saclay (2021-2022)



z y

Al

. / N\ x
E(x, t())

FIGURE 10.3 — Représentation & ¢t donné d’une onde polarisée rectilignement se déplagant vers les z > 0.

E(x,to)
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R

FIGURE 10.4 — Représentation & ¢t donné d’une onde polarisée circulairement se déplagant vers les x > 0.

\

10.1.4 Energie électromagnétique et ondes planes
Densité volumique d’énergie

D’apres (10.6), on a E = B/c pour une onde plane progressive électromagnétique. La densité volumique
d’énergie électromagnétique u et le vecteur de Poynting R deviennent :

B2 - E? B?

— et R = —i, = c— i, (10.10)
Ho Hoc Ho

’LLZE()E2 =

On retiendra que les deux composantes électriques (g £?/2) et magnétiques (B?/2 ) de u sont égales et
que R est dans la direction de propagation de ’onde.

Vecteur de Poynting

La puissance P portée par le vecteur de Poynting s’écrit :

oWp E?
_ _ 10.11
i dt (MOC) ° (01)

en notant S une surface perpendiculaire a la direction de propagation. L’énergie 6Wp traversant S pendant

I'intervalle dt est donc :
Wp = e E*Scdt = uScdt (10.12)

On peut interpréter cette expression comme étant I’énergie contenue dans un cylindre de base S et de hauteur
cdt.

Vitesse de propagation de ’énergie

On appelle vitesse de l’énergie ou vitesse de propagation de l’énergie la vitesse ¥, a laquelle se propage
la moyenne spatiale et temporelle de 1’énergie électromagnétique portée par une onde. C’est la vitesse de
groupe définie par (I.31). La quantité moyenne d’énergie qui traverse la surface élémentaire ds (cf Figure 10.6)
pendant I'intervalle de temps dt est :

<< R>1>papace -dSdt = << U >y>pepace Tydt.dS (10.13)
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FIGURE 10.5 — La puissance électromagnétique FIGURE 10.6 — La vitesse de 1’énergie est la vitesse a
moyenne traversant la surface S est R.S. laquelle se propage la moyenne spatiale et temporelle

de V’énergie de 'onde (voir texte).

Comme ceci est valable quelle que soit ds , on en déduit :

<< R >t>Espace
<<u >t>Espace

(10.14)

Ug:

Pour une onde plane monochromatique se propageant dans le vide, on a vy = c.

Remarque : Par définition, I’éclairement est la puissance par unité de surface, dont 1'unité est le W/m?
ou luz. Pour une onde plane monochromatique, 1’éclairement vaut E2/(uq c).

10.2 Propagation libre dans un milieu diélectrique

On supposera dans tout ce paragraphe que le diélectrique est un diélectrique lhi.

Comme dans le vide, on associe un transport d’énergie, de quantité de mouvement et de moment cinétique
a la propagation d’une onde dans un milieu (cf chapitre 8). Noter la différence car la réponse du milieu au
passage de 'onde va modifier le champ effectivement pergu par le milieu

10.2.1 Ondes monochromatiques dans un milieu lhi

Si I’excitation est sinusoidale, on peut écrire les champs sous la forme :

— —

E = E, exp(—iwt) B = B, exp(—iwt) D = D, exp(—iwt) (10.15)

On montre alors facilement que pour un milieu diélectrique 1hi non magnétique sans charges libre, les équa-
tions de Maxwell dans les milieux (8.1) s’écrivent :

- —

V.E, =0 VxE,—iwB,=0

(10.16)

—

§x§w+iweuoﬁw:6 ﬁ.Bw =0

Ces équations montrent que les ondes monochromatiques qui se propagent dans un milieu lhi sont formel-
lement semblables a celles qui se propagent dans le vide, puisqu’on a remplacé €y par e. Par exemple, en
éliminant F,, ou B, on obtient respectivement :

Aéw +w? € 1o éw =0 et AEW +w? € 1o Ew =0 (10.17)
On note deux différences fondamentales par rapport au cas du vide :

1. la susceptibilité e dépend de w (ce qui entraine la dispersion)

2. la susceptibilité € est généralement complexe (ce qui entraine I’absorption)
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10.2.2 Onde plane progressive harmonique dans un milieu lhi

Dans le cas d’une onde plane progressive se propageant selon u,, ’équation de dispersion de 'onde dans le
milieu diélectrique prend la forme :

k= w?e(w) o ou encore K = C—zeT(w) (10.18)

11 existe trois types de solutions selon les valeurs de €,(w) qui peut-étre réel (positif ou négatif) ou complexe.

Cas ol ¢.(w) est un nombre réel positif

Dans ce cas, k2 est positif. L'onde garde les caractéristiques de I’onde plane qui se propage dans le vide.
Son amplitude reste constante au cours de la propagation : il n’y a pas d’atténuation. Si la vitesse de phase
définie par :

wo 1 - c

k VEHo Ver(w)
varie avec la fréquence, le milieu est dit dispersif. La courbe w(k) n’est plus une droite passant par ’origine
(Figure 10.7). La comparaison avec U'indice de réfraction n = ¢/vy en optique incite & poser :

’U¢—

(10.19)

n(w) = Ve (w) (10.20)

La longueur d’onde dans le diélectrique est A = Ag/n oll Ag est la longueur d’onde de ’onde électromagnétique
de méme fréquence qui se propagerait dans le vide.

© A . Vide

Milieu

dispersif

\4

o

F1GURE 10.7 — Variation de w(k) pour un milieu dispersif.

La relation entre B et E est :

—

B = (i, x E) (10.21)
C
On en déduit que le vecteur de Poynting moyenné sur une période vaut :
- 1 9
<R> =3 cn ey Ej iy (10.22)

ou FEj est 'amplitude du champ électrique.

Cas ol ¢.(w) est un nombre réel négatif
Si au contraire k? est un réel négatif, k est de la forme :
k= +ik" avec k" réel (10.23)
Les champs E et B varient comme :
E = Egexp(+k"x) exp(—iwt) et B = By exp(£ k" z) exp(—iwt) (10.24)

Les champs E et B vibrent partout en phase et leur amplitude varie d’un point a un autre. Ce n’est donc
pas une propagation pour laquelle 'amplitude du signal reste constante. On a ici une onde évanescente.
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Cas ol ¢.(w) est un nombre complexe
Dans ce cas, k2 est complexe et peut s’écrire :
k=K +ik (10.25)
ou k' et k” sont réels. En introduisant les parties réelles et imaginaires € (w) et €’ (w) de €(w), on obtient :
E? — K" = W g€ (w) et 2K K" = w? ppe’ (w) (10.26)

On a vu au § 5.4.4 que €’ (w) était toujours positif et traduisant ’absorption dans le milieu. En prenant £’ > 0
(propagation dans le sens des x positifs), on en déduit que k” lest aussi. Comme les champs s’écrivent :

E = Egexp(—k"z) exp (i (K'z —wt)) e B = Bgexp(—k"z) exp(i(K'z —wt)) (10.27)

on peut remarquer que :
1. Pamplitude décroit exponentiellement, d’autant plus vite que k" est élevé.
2. la phase est modulée dans ’espace, comme 'onde progressive.

Le milieu est dit absorbant. Les propriétés d’absorption sont généralement caractérisées par I’indice complexe

du milieu défini par :
2 k2

n2w) = @ ) i (@) = en(w) (10.28)

soit :
n?—n"? = € et 2n'n" = € (10.29)
On appelle n’ Vindice de réfraction et n' Vindice d’extinction car I'amplitude de I'onde décroit comme
exp(—n" wz/c). On définit une vitesse de phase par :
w c

Vo = T (10.30)

qui dépendra de la pulsation w si le milieu est dispersif.

On peut montrer que la moyenne sur une période du vecteur de Poynting vaut :

- E?
<R> = 602 0 exp (—Qn” gm) en' iy (10.31)
c

Cette relation montre bien que le flux de 'onde décroit exponentiellement avec le coefficient d’extinction
2K =2n"w/e.

Remarque : Suivant la valeur de w? ¢, (w)/c?, un méme milieu pourra correspondre & un des trois modes
précédents. Un domaine de fréquences pour lequel les ondes sont progressives correspond a une bande passante
et est délimité par des fréquences de coupure au dela desquelles 'onde devient évanescente.

10.2.3 Dispersion et absorption dans le domaine optique

En dehors de la bande d’absorption (ie pour |w—wg| > 1/7 avec les notations du chapitre 5, on peut réécrire
la polarisabilité a(w), atomique ou moléculaire, sous la forme :
¢ 1

a(w) = —
@) €0m wi — w?

(10.32)

Cas des milieux dilués

Dans le cas d’un milieu dilué comportant N oscillateurs par unité de volume, on a y = N a. On en déduit :

Ng¢ 1
1= L _— (10.33)
€M Wi —w
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Un milieu diélectrique contenant généralement plusieurs régions d’absorption de pulsation caractéristique
w;, (10.33) se met plutdt sous la forme :

Ci Di
n?—1 = Z o ou encore n? = 1+ Z o (10.34)
: —~ A

en fonction de la longueur dans le vide A = 27w ¢/w (C; et D; sont des constantes). La derniére expression
est connue en optique sous le nom de formule empirique de Sellmeier. On lui connait deux développements
particuliers :

1. pour un milieu dont les fréquences de résonance sont dans 'UV, on a A > A; dans le domaine visible.
Un développement limité conduit a la formule empirique de Cauchy :

n° = A+—=<+— (10.35)
2. pour un milieu dont les fréquences de résonance sont dans I'IR, on a A < \; dans le domaine visible.

Un développement limité conduit a la formule empirique de Briot :

B C

n? = A’A2+A+F+F (10.36)

Ces expressions permettent généralement de modéliser les indices des gaz ou des liquides sur toute la largeur
du spectre visible jusqu’a la quatrieme décimale!

Cas des milieux denses

Pour un milieu dense au contraire, on doit utiliser le champ local et non plus le champ appliqué. En supposant
que P'expression de Lorentz du champ local reste valable pour des champs variables de longueur d’onde tres
supérieure aux dimensions des molécules, on doit remplacer €, —1 =", N; o; par :

GTfl Niai ’I”sz]. NiOéZ‘
- - 10.
e+ 2 >3 on n2 12 >3 (10.37)

7 %

2

puisque n° = €,. La derniere relation est connue sour le nom de formule de Lorenz-Lorentz.

Pour un fluide donné et & fréquence donnée, la proportionalité entre (n? — 1)/(n? + 2) et la densité N de
molécules est bien vérifiée. Un développement limité de (10.37) conduit évidemment & (10.35) et (10.36) dans
les domaines correspondants.

Au voisinage d’une bande d’absorption (n”(w) # 0), I'indice de dispersion n/(w) varie trés rapidement, et
posseéde en particulier une zone ot n'(w) décroit avec w (zone dite de dispersion anormale). Le modele de
Driide-Lorentz est en fait trop simple pour décrire convenablement ces régions. Il faudrait prendre en compte
la mécanique quantique.

10.2.4 Interface entre deux diélectriques
Conditions aux limites

On considére deux milieux lhi séparés par une surface qu’on peut toujours confondre localement avec son
plan tangent (Figure 10.8) tant que la longueur d’onde associée est grande devant les défauts de planéité de
la surface.

On supposera que les propriétés du milieu varient fortement au voisinage du plan Ozxy. En appelant f 'une
quelconque des composantes des champs, ceci se traduit par une forte variation de dg/0z, tandis que dg/0x,
0g/0y et Og/Ot ne vont pas varier de maniére notable. En procédant comme au § 1.7, on obtient les conditions
aux limites suivantes :

—

Ern, = Erp

1

€rqy ENz = €r EN1 EQ = gl (1038)
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Milieu (2) s
Milieu (1) . X

FIGURE 10.8 — La surface de séparation entre deux diélectriques peut étre confondue avec son plan tangent (voir
texte).

Onde plane monochromatique en incidence quelconque

On considére une onde plane monochromatique de vecteur d’onde k; se propageant dans un milieu (1)
supposé lhi non absorbant. L’expérience montre qu’en arrivant sur une surface de séparation avec un milieu
(2), également lhi, cette onde incidente donne naissance & une onde réfléchie et & une onde transmise ou

réfractée de vecteurs d’onde respectifs E; et Ko (Figure 10.9).

=~ |

\ LT
. . | B E .
k i, ' p ’ 1 =)
1 1 . I 1 u!
1 —
5 {_‘E\/ N i
Milieu (1) Lo Milieu (1) Il D A
s —> |’
W ! 1
+ f
e 1
- T - !
Milieu (2) i Milieu (2) !
1 . |
1
K N >
Fx 2 B 1 E,
[ 2
| 12 u
FIGURE 10.9 — Réflexion et réfraction d’une onde plane FIGURE 10.10 — Réflexion et réfraction d’une onde
monochromatique a 'interface entre deux diélectriques plane monochromatique a l'interface entre deux diélec-
en incidence quelconque. triques en incidence normale.

Sous la seule hypothese que les milieux (1) et (2) sont lhi, on montre facilement que :
1. la pulsation w des ondes est identique pour les ondes incidentes, transmises et réfléchies
2. Tonde réfléchie et ’onde transmise sont dans le plan d’incidence défini par l;l et la normale & la surface

3. les angles i1, i} et io définis par la Figure 10.9 vérifient :
sin(7]) = sin(iy) et ny sin(iy) = ng sin(ia) (10.39)

ou nj et ny sont les indices des deux milieux.

Coefficients de reflexion et de transmission en amplitude et en énergie

Pour simplifier, on se situe dans ce § dans le cas d’une incidence normale uniquement. Avec les notations de
la Figure 10.10, les champs magnétiques des ondes incidentes, réfléchies et transmises sont respectivement :

- n _ ./ n o/ _ n _
B, = L axFE B, = -2 @xE, By = 2 iix Ey
c c c
— - —/ — — —/
La relation de passage By = B + B; permet d’écrire que ne @ X Eo = ny 4 x(E; — E;). En multipliant

cette équation vectoriellement par 4 et en utilisant le fait que les champs sont transverses (ie i . E= 0), on
en déduit :

_ ./

ng By = m (E1—Ey)
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i = 5/
La relation de passage pour le champ électrique dans le cas d’une incidence normale s’écrit Ey = E;1 + E;.
On en déduit alors facilement que les champs électriques vérifient :

./ ny—ng - 2 -

E, = L+ 2F et Ey = -1 F 10.40
! ny + no ! 2 ni + no 1 ( )

définissant ainsi les coefficients de réflexion en amplitude r et de transmission en amplitude t par :

- 2
p= - et p= 2 (10.41)

ny + ng n1 + ng

Pour des milieux non absorbants, les expressions des vecteurs de Poynting sont respectivement :

—/

R1 = CTlleoE%ﬁ Rl = 7Cﬂ160E127._L‘ R1 = CTLQEOESLT

On en déduit les facteurs de réflexion et de transmission en énergie :

R Puiss. réfléchie EP? 9 " T Puiss. transmise ny E2 2 2
= 3 3 3 = —5 =T e = - - - = = —
Puiss. incidente E? Puiss. incidente ny E? ny
1 1

Finalement, les coefficients de réflexion en énergie R et de transmission en énergie T sont définis par :

2

— 4

R = (nan) et T = &22 (10.42)
ny + no (nl + nz)

10.3 Propagation libre dans un milieu conducteur

Lorsqu’une onde électromagnétique arrive sur un conducteur métallique, on observe une réflexion d’une
partie de l'onde, tandis qu’une fraction de 'onde pénetre dans le métal (d’autant plus faible que la fréquence
est élevée et que le métal s’apparente & un conducteur parfait). Ce paragraphe va expliquer en détail ce
phénomene.

On considere dans tout ce paragraphe des milieux amagnétiques, c’est-a-dire des milieux pour lesquels p, = 1.

10.3.1 Equation de propagation et onde plane
Dans un milieu conducteur, il faut tenir compte de la conductivité o du métal dans l'expression de (MA).

En supposant un conducteur ohmique pour lequel J = o E, ceci s’écrit :

. - OE
VXxB = NOUE"‘GMOE (10.43)

en écrivant la susceptibilité sous la forme € = ¢y ¢,. Comme on a p = 0 dans un conducteur, V x (ﬁ X E) et
(10.43) permettent d’écrire que :

AE = pyo aa—f + e o a;Tf (10.44)
Dans le cas d’un régime harmonique en exp(—iwt), on obtient :
AE = (—epow® —iopow)E = —pgw? (e—l—ig) E (10.45)
En labsence de conduction (mais toujours en régime sinusoidal), ceci s’écrit simplement :
AE = —epgw’E (10.46)

qui n’est autre que (10.17) qu’on avait obtenu lors de I’étude de la propagation d’une onde électromagnétique
dans un milieu diélectrique (§ 10.2). Les deux équations (10.45) et (10.46) ne sont différenciées que par le
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coefficient multiplicatif de E. On peut ramener (10.45) & (10.46) en remplacant € par une susceptibilité
équivalente €. ¢y telle que :

Coff = e+ig (10.47)

Toutes les solutions de (10.46) (ou de (10.17)) sont donc valable pour les milieux conducteurs, & condition
de remplacer la permittivité e par la permittivité complexe €.r¢. On va tout d’abord supposer que les deux
termes de (10.47) sont du méme ordre de grandeur. Le cas ot o /w > € sera étudié au § 10.3.4.
La solution en régime sinusoidal et en ’absence de réflexion s’écrit :

nz

E, = Eg exp (—iw (t - g)) = Eyexp (—m (t— 7)) (10.48)

avec n = ,/€,. Dans le cas d'un conducteur, on doit remplacer €, par €.fs, donc I'indice n va devenir complexe
et vérifier :

o
n? = €fp = € +i— (10.49)
w
En séparant les parties réelles et imaginaires (n = v + i k), on obtient immédiatement :
2 2 _ _ g
v — K = € et 2uk = — (10.50)
w

L’onde électromagnétique dans le conducteur va se mettre sous la forme :
vz Wk
E, = Eyexp (— iw(t— —)) exp (—— z) (10.51)
c c

La 1™ exponentielle caractérise une propagation avec une vitesse ¢/v, soit ’équivalent d’un milieu d’indice
v. La 2° exponentielle montre une atténuation dans le conducteur. Le coefficient de I'atténuation w k/c peut
se mettre sous la forme 2 wk/Ag ot A\g est la longueur d’onde de la vibration dans le vide. On appelle
Iindice d’extinction du milieu.

10.3.2 Champ a la séparation entre le vide et un conducteur
Cas d’un conducteur parfait

Dans un conducteur parfait, les charges réagissent a I’existence des champs électrique et magnétique variables
en générant instantanément des densités surfaciques de charges oy, €t de courant K libre QUi, en superposant
leurs effets a ceux du champ externe, donnent un champ total nul & I'intérieur, ce qui est nécessaire pour un
conducteur a 1’équilibre. Les relations donnant oy;p,. et I?libre sont alors :

— 014 _ _,
E = Zrey et B = poKiipre x 7t (10.52)
€0
ou 7 est une normale sortante du conducteur. La 1% relation généralise le théoréeme de Coulomb de 1’élec-
trostatique au phénomenes dépendant du temps. La Figure 10.11 représente 'amplitude des champs au
voisinage de la surface d’'un conducteur parfait.

Cas d’un conducteur réel

On peut montrer que les champs a l'intérieur d’'un conducteur réel s’atténuent exponentiellement sur une
longueur caractéristique ¢ appelée épaisseur de peau (voir table 10.1 pour I’exemple du cuivre). Les conditions
aux limites données par (10.52) ne sont alors vérifiées qu’en dehors d’une tres fine couche de transition a la
surface du conducteur.

Une étude complete de cette couche de transition montre que les champs E. et B, alintérieur du conducteur
sont donnés par :

Ec R E// exp (— g) exp (z g)

Fo oo [ (i i By o (< 2) e (i)

Electrodynamique classique du vide et des milieur continus, Magistere de Physique & ENS 264
Université Paris-Saclay (2021-2022)

(10.53)




E E

] - Conducteur ) - Conducteur
Vide n.| parfait Vide n_| réel
£y £ - exp (-z/9)
- N
E// \
z z
B B
) - Conducteur ] - Conducteur
{_ parfait % réel
> B, B, B, exp (-z/9)
BJ_ \
z z

FIGURE 10.11 — Amplitude des champs E et B & la surface d'un conducteur parfait (& gauche) et d’un conducteur
réel (& droite). 7 est une normale sortante du conducteur.

Fréquence 50 Hz 60 Hz 10 kHz 100 kHz 1 MHz 10 MHz
Epaisseur de peau 9,38 mm 857 mm 0,66 mm 0,21 mm 66 yum 21 pym

TABLE 10.1 — Epaisseur de peau ¢ du cuivre en fonction de la fréquence.

on B ;, est la composante parallele du champ magnétique sur la surface extérieure du conducteur, z la

profondeur dans le métal et ¢ la conductivité du métal. On retiendra que les champs E et B ne sont plus
en phase a l'intérieur du conducteur. La condition aux limites sur la composante tangentielle du champ
électrique montre que juste a 'extérieur de la surface, il existe un champ électrique tangentiel donné par :
ol 1 e W
Ho o

(1—14)(ixB/)) (10.54)

On pourrait montrer qu’il existe également une composante perpendiculaire a la surface du champ magné-
tique, dont l'ordre de grandeur est donné par E,, /c. La Figure 10.11 représente 'amplitude des champs au
voisinage de la surface d’un conducteur réel.

10.3.3 Réflexion sur un plan parfaitement conducteur

Réflexion sous incidence normale

On considéere une onde plane progressive se propageant dans la direction Oz et arrivant en z = 0 en incidence
normale sur un plan conducteur (Figure 10.12). On remarque que ceci ne limite pas la généralité du résultat
puisque toute onde peut se décomposer en série de Fourier. Les composantes des champs E; et B; de 'onde
incidente sont :

E,; =0 B,; =0
E;, = | B,y =FEycos(wt+kx) et By =|DB,,; =0 (10.55)
E,, =0 B,, =—DBjcos(wt+kx)
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avec toujours By = Ey/c puisque 'onde se propage dans le vide illimité.

) Conducteur
Vide parfait
3 —
1 M~
I~~~
Onde incidente [
I~~~
- -
BI. ki I~
\
- y
= - - - — — — — - — — — — M~
b [
> ~ X
k, .-
\
Onde réfléchie ~
- \
B . ~
r E ~——
r ~——

FIGURE 10.12 — Réflexion d’une onde plane par un plan parfaitement conducteur sous incidence normale.

Comme les champs EZ et éi ne vérifient pas (10.52), on doit admettre I'existence de champs ET et ér tels
que, a l'extérieur immédiat du conducteur :

1

E,+E, = Ztre ¢ et Bi+ B, = po Kiipre X iy (10.56)
€0

On en déduit donc que :

Ez,r =0 Bm,r =0
E, = | E,, =—Fycos(wt—kzx) e By =|B,, =0 (10.57)
Ez,r =0 Bz7»,« = —Bo cos(wt—kx)

Cette onde réfléchie se propage bien dans le sens des x positifs. La relation (10.56) permet alors d’obtenir la
forme de la densité superficielle de courants libres :

2 B,
Kiipre = TO cos(wt) iy, (10.58)
0

Dans le demi-espace z > 0, il y a superposition des ondes incidentes et réfléchies. On en déduit que les
champs F et B totaux s’écrivent :

E = —2E; sin(kz) sin(wt) @, et B = —2By cos(kx) cos(wt) . (10.59)

On voit dans (10.59) que la phase de E oude B ne dépend que du temps. Il n’y a pas propagation. L’onde est
dite stationnaire. De maniere générale, on peut montrer qu'une onde stationnaire est de la forme f(x) g(t)
alors qu’'une onde progressive est de la forme f(z £ vt).

Les amplitudes de E et B dépendent de la position z. Les nceuds?® de E vérifient sin(kx) = 0, soit :
T =n— =n= (10.60)

ot n est entier. Ils coincident avec les ventres de B. De leur cOté, les ventres de E sont situés aux positions
x telles que sin(k z) = +1, soit :

T =N+ = n-+— (10.61)

3. Par définition, les neuds correspondent aux lieux d’amplitude nulle et les ventres aux lieux d’amplitude maximale.
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Ils coincident avec les nceuds de B.

La densité volumique d’énergie électromagnétique s’écrit apres calculs :
e E*+ — = 2¢ E] [sin*(wt) sin®(kz) + cos®(wt) cos®(k )]
I

En prenant la moyenne temporelle de cette relation, on obtient finalement :

Bj

10.62
Ho ( )

u = eEf =

Cette valeur est indépendante du point considéré. On montre facilement que le vecteur de Poynting s’écrit
R = Ey Bo/po % sin(2wt) sin(2 kx). Comme sa moyenne temporelle est nulle en tout point, on en déduit
que I'énergie ne se propage pas. C’est normal, c’est une onde stationnaire !

Réflexion sous incidence oblique

On considere un champ électrique incident de la forme E = E, COS(EZ' .7 — wt) U, qui rencontre un plan
métallique parfait sous ’angle d’incidence 6.

On peut montrer que les champs réfléchis sont de la forme :

- _ Ey -

E, = —Ey, cos(ky .7 —wt) Uy et B, = — cos(k,.7—wt)(—cosfi, —sinfu,) (10.63)
c

ol ky = k (sin @i, — cosf.) et k = w/c, la pulsation w n’étant pas modifiée lors de la réflexion.

Les champs totaux E et B de 'onde résultante dans le vide s’écrivent :

E =-2E;sin(kx sinf — wt) sin(k z cos ) Uy
= Ey . . . . . . L
B =-2 ~ [cos O cos(kx sinf —wt) cos(k z cos ) U, + sind sin(kx sinf — wt) sin(k z cosh) i,
(10.64)
La vitesse de phase de ’onde résultante est :
w c
= = 1 .
ve k sinf sin 0 (10.69)
Apres calculs, la pression de radiation de I’onde sur le métal s’écrit :
P = 2¢ Ey cos*o (10.66)

Réflexion sur une grille parfaitement conductrice

On considére une grille constituée de fils métalliques paralleles (Figure 10.13). Les électrons de conduction
dans les fils ne peuvent étre mis en mouvement que par la composante du champ E parrallele aux fils.
L’onde réfléchie est due au rayonnement émis par ces électrons qui se déplacent dans la grille. Si ces courants
étaient répartis uniformément dans le volume des fils, on observerait a la fois une onde réfléchie et une onde
transmise. En fait, a cause de l'effet de peau, les courants sont plutét localisés du coté de I’onde incidente. Si
I’espacement entre les fils est petit devant la longueur d’onde, on observe que 'onde est totalement réfléchie
et qu’il n’y a pas d’onde transmise (comme dans le cas d’un plan).

Si on considére au contraire un champ E orthogonal & la direction des fils de la grille, il ne pourra pas mettre
les électrons en mouvement : I’onde sera transmise intégralement. Si I’espace entre les fils est petit devant la
longueur d’onde, une grille métallique se comporte donc comme un polariseur rectiligne.
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FIGURE 10.13 — Transmission et réflexion d’une onde plane progressive par une grille métallique.

\
\

10.3.4 Approximation des fréquences radio

Pour des métaux méme moyennement conducteur (o ~ 10° S/m au minimum), les deux termes de (10.47)
ne sont du méme ordre de grandeur que pour des fréquences tres élevées (infra-rouges ou optiques). Des que
les fréquences sont plus faibles (approzimation des fréquences radio), on aura toujours o/w > € et (10.44) se
ramene a :

—

OF
ot
Ce n’est plus une équation de propagation mais une équation de diffusion. Toujours en régime harmonique
avec J=c E, on a :

AE = o (10.67)

AT+~2T=10 avec 2 = iwo o (10.68)

Onde plane sous incidence normale

On considére une onde plane, polarisée selon Oz qui tombe en y = 0 sur un demi-espace conducteur (Fi-
gure 10.14). La relation (10.68) devient :

d?J,
dy?

21, =0

dont les solutions sont :

J. = (Aexp(—ivy) + B exp(ivy)) exp(—iwt) avec v = JwomoVi = w(;uo (1—1)

La densité J, ne peut pas tendre vers 'infini pour y — 0o, d’ou nécessairement B = 0. Il reste :

T ) L I

L’onde s’atténue exponentiellement avec 1’épaisseur de peau §.

Champ dans un conducteur cylindrique en régime harmonique

On considére un conducteur de rayon rg, infini selon la direction Oz (Figure 10.15). Comme V.J=0,
0J,/0z = 0 puisque la seule composante non nulle de J est J.. Par raison de symétrie, on a également
0J,/06 = 0. On déduit de J=cE que la seule composante non nulle de E est FE,. En régime harmonique,
onaVxE=iwB qui se réduit a la seule composante azimutale :

i 0J,

wo Or

By =

Tout se résume donc a résoudre (10.68) pour J, pour connaitre les champs E et B. Il reste finalement :

d2J, 1 dJ,
dr? r dr

WQJZ =0
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FIGURE 10.14 — Arrivée d’une onde plane sur une pa- FiGURE 10.15 — Répartition des champs dans un
roi métallique. conducteur cylindrique.
ou encore :

2.1 AL
diyr)?  yrdyr) 7

D’apres § A.4, c’est I’équation de Bessel d’ordre 0 de la variable complexe « 7. Elle a pour solution :
J. = Ado(yr)+ B No(yr)

ou Jy et Ny sont respectivement les fonctions de Bessel et de Neumann d’ordre 0. Comme Ny diverge vers
0, on a nécessairement B = 0.
En admettant qu’on peut écrire J, sous la forme Br(u) + i Bi(u) (ou les fonctions Br(x) et Bi(x) sont
représentées sur la Figure 10.16), le module M de J, vérifie M?/A? = Br?(z) + Bi*(z). Finalement, en
notant ug = r¢/d x /2, on a :

Jo _ M(u)

Jo M(UO)

La Figure 10.17 représente J, /Jy en fonction de la position dans le fil. On constate que le courant est minimal
au centre du fil et que ce phénomene est d’autant plus prononcé que la fréquence est élevée. Le courant circule
sur une pellicule annulaire et on ne changerait rien a haute fréquence en supprimant le cceur du fil. Ceci
explique 'augmentation de la résistance du fil a haute fréquence.

10.3.5 Pertes dans un conducteur

Dans le cas d'un conducteur parfait, les champs E et B étant nuls, il n’y a pas de pertes d’énergie dans le
conducteur. Le seul cas intéressant est celui d’'un conducteur réel pour lequel il existe un flux de puissance
pénétrant dans le conducteur. On pourrait montrer que la puissance moyenne absorbée (par unité de surface)
vaut :

dpP Hewd | 5 o
— = ——|B 10.
as 4 pk 1B/ (10.69)

Selon la loi d’Ohm, il existe au voisinage de la surface une densité volumique de courant J donnée par :

» , 1 ﬂ 1—i
J=0E. = —(1-i)(ixB,)exp _z0-9 (10.70)
o d d
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3T 1/ry
O 1 1
2 4 X
3t Bi(x)
Br(x)
-6 |
v =108 Hz
FI1GURE 10.16 — Fonctions tabulées Br(z) et Bi(x) FI1GURE 10.17 — Répartition du courant dans un fil
(Figure extraite de [2]). cylindrique pour diverses valeurs de la fréquence. Pour

v = 10° Hz, J/Jo est inférieur a P’épaisseur du trait
(Figure extraite de [2]).

Cette densité volumique est confinée sur une épaisseur si petite (quelques 0) qu’on peut dans la pratique
l’assimiler a une densité surfacique K¢fy :

- .

K.y = / Jdz = iix—LL (10.71)
0 Ho

En comparant avec (10.52), on voit qu'un conducteur réel se comporte comme un conducteur parfait dont

le courant surfacique équivalent K.ry se répartit sur une tres faible épaisseur sur la surface du conducteur.

La perte de puissance dans le conducteur se met alors sous la forme :

dP 1

— = ————— | K.y |? 10.72
On appelle souvent 1/0§ la résistance de surface ou résistance superficielle du conducteur. L’avantage de ce
formalisme est qu’a l'aide des densités surfaciques calculées dans le cas des conducteurs parfaits, on pourra
déterminer (au minimum au 1" ordre) les pertes ohmiques dans les guides d’ondes et cavités réels.

10.4 Propagation libre dans un plasma

Un plasma est un état fluide de la matiere constitué d’électrons et d’ions qui ne sont pas tous combinés pour
former des atomes neutres. Cet état de la matiere est le plus fréquent dans I'Univers. Nous nous intéresserons
ici aux plasma dilués, de tres faible densité. La densité des ions est alors suffisamment faible pour que les
interactions entre particules chargées puissent étre négligées par rapport aux forces subies par ces particules
lorsqu’elles sont soumises a un champ électromagnétique. Dans le modele idéal du plasma dilué thermalisé,
les ions sont considérés comme immobiles et on ne prendra en compte que la dynamique des électrons. Nous
ferons en plus I'hypothése non relativiste qui suppose que les vitesses des électrons restent dans tous les cas
largement négligeables devant la vitesse de la lumiére.

On ne consideére dans tout ce paragraphe que le vide avec cette fois des densités de charges et de courants
non nulles, mais toujours avec €, = 1 et u, = 1.

10.4.1 Mouvement des particules chargées

Dans un plasma ou les ions (de masse M) ne sont ionisés qu'une seule fois, la conservation de la charge
totale permet d’écrire que n; = n., ou n; et n, sont respectivement les densités volumiques des ions et des
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électrons. En se placant a des échelles de temps faibles devant le temps caractéristique d’amortissement, les
forces qui s’appliquent sur un électron sont :
e Poids : négligé.
e Interactions électromagnétiques avec les autres particules : négligé car la densité est faible par hypo-
these.
e Force de Lorentz découlant de I'interaction avec le champ de ’onde plane progressive. Seule la com-
posante électrique est conservée car on est dans le cadre de 'approximation non-relativiste.

Finalement, le principe fondamental de la dynamique appliqué a un électron permet d’écrire :
ov -

— = qE(7F+ad(t

o = gE ()

oll m, est la masse des électrons, 7 la position moyenne de I’électron et @(t) la fluctuation par rapport & sa
position moyenne (Figure 10.73).

Me

—
Position a(t)
moyenne T~
—>
r
Position a
o l'instant t

FIGURE 10.18 — La position de 1’électron a ’instant ¢ peut se décomposer en une partie moyenne R et une partie
fluctuante @(t).

On supposera que A > |d|, c’est-a-dire que le déplacement local de I'ion se fait sur des distances plus petites
que la longueur d’onde. Cette hypothese est toujours vérifiée car elle est équivalente a :

2me 21w
>

w w

soit v L ¢

—

établi :

. —7€ =
—twme Ve = —eF soit Uy = E (10.73)
WM
De la méme fagon, on obtiendrait pour la vitesse @; des ions 7 = ie/(w M)x E. Comme v; /ve = me/M < 1,

on néglige généralement le mouvement des ions par rapport a celui des électrons.

Remarque : Formellement, c’est le barycentre du systeme électron-ion qui reste immobile. Pour étre plus
précis, on devrait donc utiliser la masse réduite :

1 me M

B 1/me+1/M T ome+ M

10.4.2 Conductivité et pulsation plasma
Conductivité

Le plasma est le siege d’une densité volumique de courant J donnée par :
J = nex(—e)Ue+n; Xxel; % —neete, ~—nev,

en supposant que la densité volumique n, est quasiment la valeur a 1’équilibre n. Finalement, d’apres (10.73),

on a :

2 2

Jg="%F 'yE avec vy = tne
WM WM
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Cette expression permet de définir la conductivité complexe ~y.

Remarque : On peut remarquer que dans un conducteur ohmique, la conductivité complexe s’écrit v =

(ne?1)/[me (1 —iwT)] et que :
. nezr ine?
lm ( ——mm—— | =
=00 \ Mg (1 —iwT) Me w

Pulsation plasma

En régime harmonique exp(—iwt), la forme locale de la conservation de la charge, la loi d’'Ohm et (MG)
s’écrivent respectivement :

iE.j—iwp=0 fzvﬁ iE.E:ﬁ
€0
En les combinant, on obtient :
2
2 2 2 ne
_ -0 = 10.74
p(w” —wy) avec w, — ( )
ol wy, est par définition la pulsation plasma®. Numériquement, on a :
ne?
wp = = 56,8 /n MKSA (10.75)
Mme €o

On déduit de (10.74) que si w # wp, la densité volumique de charges totales p doit étre nulle. Par contre, on
peut avoir p # 0 si w = wy,.

Aspect énergétique

Dans le cadre de ce modele, le champ E et la densité volumique de courants J = 7E sont en quadrature
puisque 7 est imaginaire pur. La puissance volumique cédée par I'onde au milieu est nulle (P = < J.E >
x < sin(wt) cos(wt) > = 0). En régime harmonique établi, une onde électromagnétique ne ceéde aucune
énergie au plasma. En particulier, la propagation d’ondes dans un plasma dilué sera sans atténuation.

10.4.3 Propagation d’une onde dans le plasma

D’apres (10.74), on voit que si w # wy, alors p = 0. Par contre, si w = w,, on peut avoir p # 0. On doit donc
étudier plusieurs cas détaillés ci-dessous.
En supposant tout d’abord que w # w,, et en combinant (MA) et (MF), on obtient la relation de dispersion :

w2 — w2
E* = Tp (10.76)

également appelée équation de dispersion de Klein-Gordon.

Domaine dispersif (v > w,)
Si w > wy, la densité volumique de charge totale p est nulle et k? > 0 : il y a donc propagation dispersive
sans atténuation. On a en particulier pour les vitesses de phase vy et de groupe vy :

@ - € > ¢

1]¢ = E =
\J1—w?/w?
Z (10.77)
v, = cy/1l-wh/w? < ¢

4. Selon les auteurs, wp est parfois appelé également fréquence plasma (ou fréquence de Langmuir) - méme si wp est une
pulsation et non une fréquence.
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L’onde se propage sans atténuation dans le plasma, mais avec une vitesse de phase et une vitesse de groupe
qui dépendent de la pulsation w. I y a dispersion (Figure 10.19). A la limite des grandes valeurs de w, ’onde
se propage dans le plasma comme dans le vide. Elle ne le voit pas.

A

: w(k) 4 Pente v,
! (= dw/dk) < ¢
I
Ct----d-co T . e o
: SR Pente ¢
| \Y w - /_,‘r"\
! ° ’ ol T Pentev,
I (= w/k) > ¢
0 > - >
w, @ ! k

FIGURE 10.19 — Variation de la vitesse de phase vy et~ FIGURE 10.20 — Variation de w(k) = /w2 + k?c? en
de la vitesse de groupe vy lors d’une propagation sans fonction de k = 27/ lors d’une propagation sans atté-
atténuation dans un plasma dilué. nuation dans un plasma dilué.

Domaine évanescent (w < wp)

Siw < wp, la densité volumique de charge totale p est toujours nulle. La relation (10.76) entraine que k? <0,
soit :

E — % en définissant 0 = ‘

2 _ 2
wp w

La quantité § est homogene & une longueur. Noter qu’on ne retient pas la solution k = —i/§ qui correspondrait
a une augmentation infinie de 'amplitude de E avec x. Finalement, le champ dans le milieu s’écrit :

E = Eyexp (— %) exp(—iwt) (10.78)

On a une onde évanescente avec vy = 00 et v, = 0. La quantité caractéristique J correspond a la longueur
de pénétration de 'onde incidente dans le plasma.

Cas particulier de la pulsation plasma
A w = w,, (10.74) est toujours vérifiée, quelque soit la valeur de p. Si p = 0, alors k = 0 et le plasma vibre

en bloc, sans avoir de dépendance spatiale. Il n’y a pas propagation et ce cas présente peut d’intérét. Par
contre, si p # 0, (MA) et (MF) entrainent toujours :

2 2
(F.E)E-#E = -5 (1—‘”’5) E
C w

ce qui s’écrit simplement (l; . E) k—k2E =0icicarw = wp. A Taide (MG), on a tout de suite ¢ k.E=ple.
Finalement, on a :

B ip

= - k 10.79
60 k2 ( )

Cette relation montre qu’une onde longitudinale peut se propager dans le plasma sans atténuation !
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Application : réflexion d’une onde sur un plasma

Comme indiqué que la Figure 10.21, il y a plusieurs cas a considérer lors de I'interaction d’une onde électro-
magnétique et d'un plasma, :
e Si w > wy, une partie de 'onde électromagnétique est réfléchie, tandis que I'autre se propage sans
atténuation.
e Siw > wp, il n’y a pas d’onde transmise mais au contraire une réflexion totale.
Dans le cas particulier ou I’épaisseur e du plasma et petite devant d, on peut observer une propagation
d’une partie de 'onde électromagnétique a travers le plasma.
Un plasma se comporte donc comme un filtre passe-haut pour les ondes électromagnétiques.

Vide Plasma Vide Plasma Vide Plasma Vide
Onde Onde Onde Onde
incidente transmise incidente incidente

Onde Onde
réfléchie réfléchie
<« S S
W >0 w<wpete>>6 w<wpete~6

FIGURE 10.21 — Les diverses possibilités se présentant lorsqu'une onde électromagnétique interagit avec un plasma
froid d’épaisseur e.

10.5 Propagation guidée des ondes TEM

On a étudié au chapitre 10.1 les ondes transverses électromagnétique (TEM) se déplacant dans le vide
illimité. Pour une transmission efficace de puissance ou d’information, le flux énergétique doit étre guidé.
Dans ce paragraphe, on étudie les ondes TEM guidées par la présence de conducteurs métalliques. Les trois
principales structures permettant la propagation des ondes TEM sont représentées sur la Figure 10.22 :

1. Les lignes de transmission a plaques paralléles sont constituées de plans paralleles séparés par un
diélectrique (qui peut étre le vide) d’épaisseur uniforme. Noter qu’aux fréquences micro-ondes, ces
lignes de transmission peuvent étre réalisées par les techniques de la microélectronique. On les appelle
alors striplines.

2. Les lignes bifilaires sont constituées de deux conducteurs paralleles séparés par une distance constante.

3. Le cable coaxial est constitué de deux conducteurs métalliques concentriques, séparés par un diélec-
trique d’épaisseur constante. Un exemple classique de tels conducteurs est donné par tous les cables
d’entrée des appareils de mesure haute-fréquence.

FIGURE 10.22 — Les trois types principaux de lignes de transmission : plaques paralléles (& gauche), ligne bifilaire
(au centre) et cible coaxial (& droite).
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On verra au paragraphe 10.6 que des modes plus complexes que les ondes TEM peuvent également se
propager le long des trois lignes décrites ci-dessus.

On considere dans tout ce paragraphe des milieux amagnétiques, c’est-a-dire des milieux pour lesquels p, = 1.

10.5.1 Lignes de transmission a plaques paralleles

On considére une onde TEM, polarisée dans la direction Oy, se déplacant dans la direction +z entre deux
plaques paralleles espacées de d (Figure 10.23). Le milieu entre les deux plaques est supposé lhi, de permitti-
vité diélectrique €,. Des modes TE et TM peuvent également se propager dans un guide a plaques paralleles,
mais on ne consideére pas ce cas ici.

FIGURE 10.23 — Ligne constituée de deux FIGURE 10.24 — Les densités surfaciques de charges pripre €t de
plaques paralleles séparées de d. L’espace courants Ji;pre varient de manieére sinusoidale sur les plans conduc-
entre les deux plaques est repli d’un diélec- teurs en fonction de z.

trique lhi caractérisé par €.

Avec des notations évidentes, sur la plaque du bas, les conditions aux limites s’écrivent :

D. ﬁy = Plibre, bas et B x ﬁy = —Ho Jlibre,bas
ou encore :
. = Ba: N EO . -
Plibre,bas = €0 €r By = €€, Eg exp(i 8 z) et Jiivre, bas = T T exp(i 3 z) @ (10.80)
0

Sur la plaque du haut, on obtient de maniere équivalente :
. - Ey . -
Plibre, haut = €0 €r EO eXp(l 6 Z) et Jlibre, haut — _7 eXp(l B Z) Uz (1081)

Les expressions (10.80) et (10.81) montrent que les densités surfaciques de charges et de courants libres varient
de maniere sinusoidale sur les plans conducteurs en fonction de z, de méme que E, et B, (Figure 10.24).

Dans le guide, les deux équations (MF) et (MA) s’écrivent respectivement :

VxE = iwB et VxB = —ZOJ;T D
c
Comme FE = E, iy, et B = B, i, ceci devient :
ar, . dB, TWe,
W = —1W Ba: et dz = — 02 Ey (1082)

ou on fait apparaitre des dérivées droites car B, et E, ne dépendent que de z.

En intégrant dE,/dz sur y entre 0 et d, on obtient :

d d d
— E = —1 B
P </0 ydy> zw/o + dy
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ou encore en introduisant la différence de potentielle ®(z) entre les plaques :

dP(z . . ¢
- d(Z) = —1WwWlo Jlibre,haut(z)d puisque (I)(Z) = _/ EU(Z)dy = _EU(Z)d
0
Finalement : iD(2) p
z . .
L = —Tw X (Mfu) X (W Jtibre, haut(2)) = —iw L1(z)
ou d
L = NL et I(Z) = leibre,haut(Z)
w

sont respectivement I'inductance par unité de longueur de la ligne a plaques paralléles (exprimée en H/m)
et le courant qui circule dans la plaque du haut dans la direction +z.

De maniére similaire, en intégrant dB,/dz dans (10.82), on montre que :

dl
—% = —iwCd(z) ol C = 6067’%
est la capacité par unité de longueur de la ligne & plaques paralleles (exprimée en F/m).

Les équations donnant d®(z)/dz et dI(z)/dz peuvent étre combinées pour donner des équations du 2¢ ordre :

d>®(2) 9 d?I(z) 9
Lz = v LC®(2) et Lz = v LCI(z)
dont les solutions, pour des ondes se déplacant dans la direction +z, sont :
D(z) = Py exp(iB2) et I(z) = Iy exp(if2)

10.5.2 Transmission le long d’un fil
Equation des télégraphistes

On considere un fil conducteur isolé, parcouru par un courant I(z, t) de haute fréquence, dont la longueur
d’onde n’est pas infiniment grande par rapport aux dimensions du circuit. Elle eut méme étre petite devant
les dimensions du circuit.

A basse fréquence, on considére des éléments physiques distincts (inductance, résistance, ..). Ceci est dit
au fait que le courant est le méme partout et que la phase est identique en chaque point (Approximation
des Etats Quasi-Stationnaires). Lorsque la longueur d’onde devient petite par rapport aux dimensions des
composants du circuits (conductances, résistances, ..), ceux-ci deviennent le siege de déphasages dus a la
propagation, tandis que le courant varie d’un point & un autre du circuit. Un fil est donc a la fois une
résistance, une conductance, 'armature d’un condensateur, etc.. et ses propriétés doivent étre évaluées en
chaque point. Elles sont réparties le long du fil.

On note ici e(z, t) la différence de potentiel & I'instant ¢ entre le point d’abscisse et une masse de référence.
Le fil est caractérisé par quatre parametres (dont on prendra les valeurs par unité de longueur) :

1. La résistance r (exprimée en /m).

2. L’inductance L (exprimée en H/m).

3. La capacité C du fil par rapport & la masse (exprimée en F/m).

4

. La résistance de fuite a travers l'isolant. Cette perte s’effectuant en parallele, on utilise géneralement
la conductance (ou perductance) g (exprimée en S/m), qui est I'inverse de la résistance de fuite. En
notant Iy le courant de fuite (par unité de longueur), on aura Iy = ge.

On peut remarquer que L et C correspondent a un stockage d’énergie électromagnétique a ’abscisse z, tandis
que r et g correspondent a une dissipation d’énergie sous forme de chaleur.

Pour étudier la propagation de 'onde le long de la ligne, on considere une section de fil d’abscisse comprise
entre = et « + dx (Figure 10.25). La loi d’Ohm s’écrit :
oI

e(z, t) —e(z +dx,t) = rIdx—i—Ldaca
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Comme 'accroissement de est pris a U'instant ¢, on en déduit :

Oe ol
3 = rI+La (10.83)
—
Ix) | L I(x+dx)
| e(x, 0) Iy |
X x+dx

FI1GURE 10.25 — Représentation continue d’une ligne entre les abscisses z et = + dx.

La loi qui relie dans un condensateur la charge et la tension (Q = C'V) s’écrit ici pour une variation sur

I'intervalle dt : 9 9
q e

—dt = Cd —

ot Cdrx

La conservation de la charge totale prend en compte le courant qui rentre dans le volume considéré a ’abscisse
x, le courant qui sort & x + dx, le courant de fuite et la charge utilisée pour le condensateur, soit :

dt

I(z,t) = I(x +dz, t) — Iyde = Cdxx%
soit : o1 9
e
9 = geJrC’a (10.84)

Pour résoudre (10.83) et (10.84), ou peut par exemple différencier (10.83) par rapport & t et (10.84) par
rapport & z. On en déduit deux expressions de 9?e/dx0t (moyennant une hypothése sur la dérivabilité de e)
qui amenent facilement a :

%I oI 021
LC— C L)— I = — 10.85
gz T(rCHrgl)Z +ryg 52 (10.85)
Cette relation est connue sous le nom d’équation des télégraphistes.
Cas des lignes sans pertes
On utilise pour cette étude (10.85) avec r = 0 et g = 0. On obtient :
0%I 0?1
LC— = — 10.
C BT 922 (10.86)

C’est une équation dite de d’Alembert dont la solution est de la forme I(z) = F(t —z/v) + G(t + z/v) ol v
est homogene & une vitesse et vaut v = 1/v/L C. En utilisant (10.84) (avec g = 0), on obtient :

Oe 1., ,
CE = [F'(t —z/v) — G'(t + z/v)]

En intégrant par rapport au temps, on obtient, a une constante pres :

L L
e(z, t) = ol [F(t—z/v) — Gt +z/v)] = /= I(x) (10.87)
Cette équation, ainsi que la définition de v, sont identiques aux deux équations donnant en acoustique la
vitesse et la pression dans un tuyau cylindrique.
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Cas des lignes avec pertes par effet Joule en régime sinusoidal
On utilise pour cette étude (10.85) en cherchant des solutions particuliéres de la forme I = Y (x) exp(iwt).
On obtient facilement :

d*Yy

r’y = —
dx?

avec ' = (r+iLw)(g+iCw)
En posant I' = « + i 3, les solutions de 1’équations ci-dessus se mettent sous la forme :

Y = Aexp(—Tx)+ Bexp(Tx)

soit
I(z,t) = Aexp(—ax)exp (iw (t— é) x) + B exp(az) exp (iw (t+ é) x) (10.88)
w w
La relation (10.84) permet alors d’écrire :
. oI .
e(g+iCw) = — i ' (Aexp(-Tz)+ B exp(l'z)) exp(iwt)

En remplacant par la définition de I'? ci-dessus, on obtient :

o m exp [A exp(~aa) expli(t — fa/w)) - B esplaz) expliw(t +fa/w))]  (10.80)

Les coefficients « et 8 s’obtiennent grace a :
M =ao>-p°-2iaf = rg—LCOW +iw(rC+glL)

Dans le cas tres fréquent ol r et g sont petits, le terme réel est négatif donc 82 ~ L C w?. La partie imaginaire
donne :

_w(rC+glL) rC+glL

2p 2VCL
Les solutions (10.88) et (10.89) ressemblent aux solutions de I’équation non amortie du début de ce para-
graphe, avec néanmoins quelques différences :

1. Le coefficient B (lié a la réflexion en bout de ligne) est nécessairement treés petit & cause du terme en
exp(—ax). La réflexion ne joue aucun role dés que ax est grand.

2. La vitesse de propagation est v = w/f ~ 1/v/LC. Elle la méme expression que pour la ligne non

amortie.
r+iLw
Zy = —_—
\/ g+iCuw

C’est une expression complexe qui dépend de w. Ceci implique que méme en ’absence de réflexion
(puisque B ne joue pas de role), le déphasage entre I et e dépend de w. Il y a donc une distorsion du
signal. La seule condition pour rendre Z; indépendante de w est d’avoir :

3. L’impédance itérative® de la ligne est :

On retombe alors sur la valeur de I'impédance sur une ligne sans pertes.

5. Si 'onde réfléchie est nulle, alors le rapport défini par :

o et _ [T
I(z, t) C

est constant et appelé I’impédance ou I'impédance itérative.
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Cas des lignes avec pertes par rayonnement

On n’a considéré jusqu’a présent que des pertes par effet Joule dans les résistances. Comme le fil crée autour
de lui des champs Eet B , il existe un flux d’énergie caractérisé par le vecteur de Poynting. Cette énergie est
prise au fil et constitue donc un autre mécanisme de pertes. On a vu au chapitre 9 qu’elles peuvent se mettre
sous la forme 1/2 x R, I%, ou la résistance de rayonnement R, peut valoir typiquement quelques dizaines
d’Ohm.

Il existe deux méthodes pour éviter ces pertes a haute fréquence : la ligne bifilaire et le cable coaxial. Ces
deux méthodes sont détaillées ci-dessous.

10.5.3 Exemple de la ligne bifilaire

Une ligne bifilaire utilise deux lignes paralleles, excitées en opposition de phase, séparées par un diélectrique
isolant. Un exemple est donné par la ligne de Lecher (Figure 10.26). En tout point d’abscisse z, les courants
sont égaux et opposés. Les champs B des deux fils sont égaux et opposés a grande distance : il n’y a donc pas
de rayonnement a grande distance (puisque ExB= 6) Les conducteurs sont en influence électrostatique
partielle car il y a des champs donc du rayonnement a courte distance. Il y a donc quand méme une possibilité
de pertes par rayonnement.

Un exemple classique de telles lignes est par exemple les cables téléphoniques qu’on voyait dans les campagnes

il y a quelques années. Dans de nombreuses applications, la ligne bifilaire a rapidement été remplacée par le
cable coaxial.

-q
— [}
F/E R SANANANANARARARNRNN R2
R I .
+q 'R z

v

Longueur unité

FIGURE 10.%6 — Bépartition spatiale typique FIGURE 10.27 — Schéma typique d’un conducteur coaxial.
des champs E et B pour une ligne bifilaire.

10.5.4 Transmission a 1’aide d’un cable coaxial

On peut éviter 'inconvénient du dispositif décrit ci-dessus en utilisant des conducteurs en influence électro-
statique totale, grace & une structure en condensateur cylindrique (Figure 10.27).

On considere deux conducteurs cylindriques concentriques séparés par un matériau diélectrique isolant.
L’influence du conducteur central sur le conducteur extérieur est totale : les charges a ’abscisse x sont
rigoureusement égales et opposées. Il n’y a pas de champ a U'extérieur du cable et au sein du diélectrique, le
champ a la structure d’une onde plane : E et B sont orthogonaux entre eux et orthogonaux a la direction
de propagation. Dans un tel systeme, le rayonnement est nul a I’extérieur et est localisé dans le diélectrique
intermédiaire.

On utilise généralement un diélectrique plastique, le polyéthyléne (e, = 2, 3), dont les pertes par rayonnement
sont tres faibles, pour isoler les deux conducteurs. Le conducteur interne est un fil conducteur massif tandis
que le conducteur externe est formé d’une gaine tressée de fin fils métalliques.
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La capacité par unité de longueur est celle du condensateur cylindrique :

27 €p €y

¢ = In(Rs/Ry)

(10.90)

Dans un élément de volume annulaire dV, situé a la distance r dans le diélectrique, ’énergie magnétique
stockée dw vaut :

N | =

- = B? 12 (Mg I?
dw = ~H.BdV = =—qv soit w = K0 / & _ Ko 1n(R2>

2 1o 4 Jg, T 47 E
en intégrant puisque a la distance 7, le champ B est constant et vaut B = to I/(2mr). Par identification

avec w = 1/2 x L I?, on obtient :
Ho Ry
L = —In|—= 10.91
27 n<R1> ( )

En combinant (10.90) et (10.91), on obtient la vitesse de propagation v :

v = —— (10.92)

et 'impédance Zy du cable :

L 1 o Ro 60 Ry
Zo = (/= = Fo, (22 = I (22 10.
"TNT T e Ve (1) ﬁ“( ) (1093)

Par exemple, pour du polyéthyléne (e, = 2,3) avec Ry/R; = 10, on obtient v/c = 66% et Zy = 91 . Pour
crééer des cables d’impédance bien définie (50 €2, 75 Q, 100 £, ..), on joue sur le rapport Rs/R; deés que le
diélectrique est fixé.

10.6 Propagation guidée des ondes transverses

Lorsque la fréquence atteint le GigaHertz (GHz), les conducteurs coaxiaux décrits au § 10.5.4 deviennent
inutilisables pour deux raisons :

1. le conducteur externe, formé de fils tressés, devient un écran imparfait et des lignes de champ de fuite
apparaissent entre les fils : le fil rayonne de I’énergie a ’extérieur.

2. le diélectrique qui sert de support au conducteur central devient absorbant (& cause principalement
des bandes d’absorption du COy qui est quasiment toujours présent).

On est donc naturellement amené a changer de concept. On va voir dans ce paragraphe comment transporter
un signal électromagnétique dans un espace limité par des parois. Dans la pratique, ces parois peuvent étre
métalliques (pour les guides issus des klystrons) ou isolantes (fibre optiques). Le cas de fibres optiques ne
sera pas abordé dans ce cours.

Pour des longueurs d’onde allant jusque vers 1 m, le seul moyen pratique de transporter un rayonnement
électromagnétique fait intervenir des structures métalliques dont les dimensions sont comparables a celles des
longueurs d’onde mises en jeu et pour lesquels le milieu de propagation est soit du vide, soit un diélectrique

10.6.1 Généralités sur les guides d’onde
On considere des guides d’ondes dont toutes les surfaces sont parfaitement conductrices et dont la forme et

la taille d’une subsection restent constantes dans la direction Oz. On supposera que le guide est rempli d’'un
milieu non dispersif caractérisé par ses constantes € et .
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Equation d’onde - Champs transverses

En supposant une dépendance harmonique en exp(—iwt), les équations de Maxwell s’écrivent :

V.E =0 VxE = iwB VxB = —iepw E V.B =0 (10.94)

En introduisant les composantes transverses du gradient (ﬁt) et du laplacien (A;) selon :

3] 3] 0? 0? 0?
— Ly — t A A - — = — — 10.
ox oty Oy ¢ i 022 ox? * Oy? (10.95)

V, = i,
on montre facilement que les champs E et B satisfont I’équation d’onde :

E
(A + epw?® — k%) =

(=1

(10.96)

&

On peut décomposer chaque champ E ou B en une composante transverse et une composante longitudinale :

—

E = E,i.+ E, = E,i + (i.xE)xi.
(10.97)
B = B,iu,+ By = B,1u, + (i, xB) xu,

En supposant une propagation vers les z positifs et & condition qu'une au moins des deux composantes E,
et B, soit non nulle, on en déduit apres calculs®, que les composantes transverses des champs F: et By
vérifient :

. i . -
Et = m (k‘ Vt(Ez) — W Uy X Vt(Bz))
(10.98)
. i . R
Bt m (k’ Vt(Bz) + EMW Uy X Vt(EZ))

Les composantes longitudinales E, et B, jouent le role de potentiels car leur connaissance suffit & déterminer
les champs totaux de manieére univoque.

Cas des ondes TEM

Avant de chercher a résoudre (10.98), on peut remarquer qu’il existe une solution dégénérée, appelée onde
transverse électromagnétique (ou onde TEM), qui est susceptible de se propager dans le guide. Cette solution
a toutes ses composantes perpendiculaires a la direction du guide et vérifie :

V.Ergy = 0 et VxErgy =0 (10.99)

On en déduit que A(ETEM) = 0. Le champ de 'onde TEM est la solution d’un probleme électrostatique
bien connu a deux dimensions. Dans notre cas, ceci a plusieurs conséquences :
e Le nombre d’onde axial est égal a sa valeur dans le vide illimité :

k= ky = wyep (10.100)

Le nombre d’onde étant un réel positif, ce mode peut se propager sans restriction : il n’y a pas de
fréquence de coupure.

6. On peut montrer immédiatement que pour tout vecteur A que I'on décompose sous la forme ff(x, Y, z2) = Ay (z, y)+A; U,
on a les relations suivantes :
L B oA,
U, . (VxA) = t. .(VyxA) uzx(VxA):V(At)—a—
z

. . - 9A.
V.A = Vt(At) + —
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e Si les champs sont harmoniques, le champ magnétique Brey sécrit
Brem = /e i@ x Erpur (10.101)

Le lien qui unit ET EM €t ET eMm est le méme que celui qui unit les ondes planes dans un milieu infini.

e Le mode TEM ne peut exister a l'intérieur d’un seul conducteur cylindrique creux de conductivité
infinie. En effet, la surface du cylindre étant une équipotentielle, le champ électrique dans le conducteur
ne peut étre que nul. Il faut au minimum deux surfaces cylindriques pour propager le mode TEM.
C’est ce qu’on a vu au § 10.5, par exemple pour le cable coaxial ou la ligne bifilaire.

Conditions aux limites

- = =

On consideére le repére local (7, i, @,) sur la surface interne du guide (Figure 10.28).

—>
u

FIGURE 10.28 — Les conditions aux limites sur la surface interne d’un guide creux imposent des propriétés particulieres
aux composantes longitudinales des champs E et B (voir texte).

On montre que les composantes longitudinales des champs vérifient sur la paroi du guide :

0B,
E.ls =0 t =2z =0 10.102
ls e on | ( )

ou 0/dn|g représente la dérivée normale en un point de la surface.

Solution de I’équation d’onde dans le cas général

L’équation d’onde (10.96), combinée aux conditions aux limites décrites au paragraphe précédent, définit des
problemes aux valeurs propres standards. Comme les condition aux limites sur F, et B, sont différentes, leurs
valeurs propres sont en général différentes. Les solutions générales & ’équation d’onde (10.96) se classent en
deux catégories :

e Ondes transverses électriques ou ondes TE. Pour ces ondes, on a E, = 0 en tout point. La

condition aux limites relevante est donc %& = 0.
n s

e Ondes transverses magnétiques ou ondes TM. Pour ces ondes, on a B, = 0 en tout point. La
condition aux limites relevante est donc E.|q = 0.

L’intérét de la décomposition de la solution générale en ondes TE, TM et TEM est que ces trois ondes
forment un ensemble complet de champs orthogonaux. On peut ainsi décrire a I'aide d’'une combinaison
linéaire de ces trois modes la propagation d’une perturbation électromagnétique quelconque dans un guide
(ou une cavité).
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Notion d’impédance d’onde

On doit donc résoudre (10.98), en utilisant la relation liant les champs électrique et magnétique transverses.
On posera :

pe _ ky [o

. " . k k €

B, = 70 i. x E, ol 7z = avec kg = w/epl (10.103)
ko ke
ew ko Ve

ou Z représente I'impédance d’onde.

Relation entre le nombre d’onde et la fréquence de coupure

On note ¥ la fonction scalaire égale a E, pour le mode TM et a B, pour le mode TE. L’équation d’onde
s’écrit :

(Ar+E) T =0 avec k2 = epw? — kP (10.104)
On peut montrer ” que dans tous les cas k2 > 0. Il apparait donc un spectre de valeurs propres k) et de
solutions (A = 1,2, 3,...) que l'on appelle modes du guide d’onde. Pour chaque valeur de A, le nombre d’onde

k est déterminé (& w donnée) par :
k3 = epw?® — KX (10.105)

On définit une fréquence de coupure w) par :

wy = o (10.106)

Vo

Finalement, le nombre d’onde se met sous la forme :

= JVepy/w? —wi (10.107)

Siw > wy, 'onde se propage puisque le nombre d’onde est alors réel. Par contre, si w < wy, le nombre d’onde
est imaginaire pur. L’onde est dite évanescente et ne se propage pas.

7. En posant k? = epw? — k2, on peut montrer que les composantes longitudinales E, et B, vérifient :
Ai(a) = —k?a

De plus, on a :

- - — -

.Vi(a) + a Vi (6t(a)) car V.(ud) = A. V) +uV.A
- (ﬁt(a)f ta (6t)2(a) _ (ﬁt(a))2 ¥ ala) = (6t(a))2 _ K2a?

En utilisant ce résultat, le flux de a V¢(a) & travers une surface (S) du conducteur s’écrit :

1. <aw>>-m=///m iy ey - ff 5o
RS OREEY REEE

car soit a = 0 (pour une onde TE), soit da/dn = 0 (pour une onde TM). Finalement :

) ///(V) (6t(a))2 dr .
///<V>a2d7' -
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FIGURE 10.29 — Variation du nombre d’onde axial en fonction de la fréquence. On note qu’a une fréquence w donnée
(fleche bleue), seul un nombre fini de modes peuvent se propager.

Cas du conducteur parfait

Le flux d’énergie est donné par la moyenne temporelle du vecteur de Poynting R dont on pourrait montrer
qu’il s’écrit :

2
m (ﬁz | V(D)2 —i % o vt(qf)> avec ¥(x, y) = B.(z,y) Mode TE
Jr—L (10.108)

2k} >
€ (ﬁz | V(D)2 +i % v Vt(\Il*)> avec U(z,y) = E,(x,y) Mode TM

Il faut garder a lesprit que la fonction ¥ doit étre multipliée a chaque fois par le terme de propagation
exp(i k z).

Si la fonction ¥ est complexe, il apparait une circulation transverse d’énergie. C’est de I’énergie emmagasinée
dont on ne s’occupera pas ici. On supposera donc que la fonction ¥ est réelle.

Le flux de la puissance P s’obtient en intégrant la composante axiale du vecteur de Poynting R sur la surface
(A) du guide. On obtient apres calculs :

P // R.a.dS Lo et ) / Yp* dS (10.109)
= U, = — — - .
() 2 ER w3 W e | M

L’énergie U des champs par unité de longueur s’obtient a l’aide d’un calcul similaire :

2 H
/ Yyt dS (10.110)
(4)

2
A €
Le rapport entre le flux de puissance P et ’énergie U a la dimension d’une vitesse. C’est la vitesse de 1’énergie

ou vitesse de groupe de 'onde :
k1 1 2
P, =L J1- 4 (10.111)
U w e N&am w

On aurait pu obtenir cette relation en dérivant simplement (10.107) puisque v, = dw/dk.

Cas du conducteur réel

On considere désormais dans ce paragraphe des parois de conductivité ¢ finie. Dans ce cas, le nombre d’onde
n’est plus soit réel, soit imaginaire pur. Du fait de la conductivité des parois, le nombre d’onde se met sous

la forme :
by ~ kY 4+ ax + ifa (10.112)
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ou kf\o) est le nombre d’onde correspondant a une conductivité infinie. Le terme a représente juste un
décalage constant et n’aura pas trop d’influence. Par contre, le terme [y représente I'atténuation due aux
pertes ohmiques dans les parois. En supposant que la conductivité o est indépendante de la fréquence, on

pourrait montrer que (3, s’écrit finalement :
w
Wi ( Wi
w2
l==
WX

C 2

ou dy est la profondeur de peau & la fréquence de coupure et &) et n) deux constantes sans dimension
voisines de I'unité. Pour les modes TM, la constante 7, s’annulle. Cette formule n’est plus valable lorsqu’on
se rapproche de la fréquence de coupure wy.

T ™
|
B TE
|
I
P
| 1 ! 1 |
0 1 2 3 4 5
wlw,—>

FIGURE 10.30 — Variation typique de la constante d’atténuation 3, en fonction de la fréquence. Pour les modes TM,
’atténuation minimale se situe en w/wy = v/3.

La courbe 10.30 représente les variations de ) en fonction de la fréquence. Le minimum de l'atténuation
survient tres au dessus de la fréquence de coupure. Pour le mode TM, ce minimum se situe toujours en
V/3wy. Pour le mode TE, on ne peut pas donner d’expression générale simple, car &y et 775 dépendent de la
géométrie du guide. Vers les hautes fréquences, atténuation croit comme +/w.

10.6.2 Guides d’ondes rectangulaires

Mode TE

On considere un mode TE dans un guide rectangulaire tel que celui de la Figure 10.31.

F1GURE 10.31 — Guide rectangulaire rempli d’un matériau défini par € et p.
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Pour un mode TE, I'équation d’onde s’écrit :
<8m2 taE T kf) B. =0 (10.114)

Les conditions aux limites sont données par :

OB, OB,
89: x=0 ‘ ax r=a
(10.115)
7332 =0 et —aBz =0
ay y=0 ay y=b

En utilisant ces conditions aux limites, la solution de I’équation d’onde (10.114) se met sous la forme :

(”%y) (10.116)

B.(z,y) = By cos (m;rx) cos

dont les solutions non triviales sont données par m # 0 ou n # 0. On montre alors facilement que la fréquence
de coupure du guide vaut :
T m2  n?
w — = 4 10.117
m Vep Voa? oo b? ( )
11 existe une fréquence de coupure wy,, pour chaque couple de valeurs (m, n).

On considere a partir de maintenant que les dimensions du guide vérifient a = 2 b. La Figure 10.32 représente
les divers modes qui peuvent se propager dans le guide.

12
02 22 32 n=2
0,1 1,1 2.1 3.1 41 n=1
1,0 2,0 3,0 4,0 50 n=0
| [ || | [ |
[ L L | UL [ I /'
1 2 3 4 5 @10

FI1GURE 10.32 — Les modes TE les plus bas en considérant que les dimensions du guide vérifient a = 2 b (Figure 10.31).

Cas particulier du mode TE,

Les lignes de champ du mode TE;y pour un guide rectangulaire sont représentées sur la Figure 10.33. En
supposant des parois parfaitement conductrices, les lignes de courant sur les parois du guide ont schémati-
quement 'allure de la Figure 10.34.

Mode TM11

Dans le cas du mode TM;j;, on montrerait de méme que les lignes de champ sont comme indiquées sur la
Figure 10.35.

10.6.3 Cavités résonantes cylindriques
Une cavité est un guide d’onde fermé a ses extrémités par des surfaces situées a z = 0 et z = d, que l'on

supposera planes et perpendiculaires a ’axe du guide. Comme pour les guides d’ondes, on supposera que la
cavité est remplie d’un milieu non dispersif caractérisé par les constantes € et u.
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FI1GURE 10.33 — Lignes de champ du mode TE1o dans un guide rectangulaire (Figure extraite de [5]).

Cas général

Dans le cas général, les champs sont donnés par les équations suivantes pour un mode TE :

Wi . (pT2Z\ =
E, = - sin (—) U, X V()
k2 d
TE B, = Usin (%) avec v = B, (10.118)
ppm PTZ\ =
B, = e cos( 7 ) V(D)
Pour un mode TM, on a :
P2
E. = W cos(
cos (=
P . (DPTZ\ =
E = —-=— sm( ) Vi(T) —
TM d k.tZ d avec U FE, (10.119)
B, = z,ugw cos (pwz) . Xﬁt(\ll)
k; d
On peut montrer qu’on a toujours :
2 2 P2
K2 = epw? — (7) (10.120)
ce qui correspond a la fréquence de résonance :
1 P2
2 2
= — (& (—) 10.121
g =2 (e () (10.121)
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x/a=1

x/a=0g

FI1GURE 10.34 — Courants de surface pour le mode TE;o dans un guide rectangulaire (Figure extraite de [5]).
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FIGURE 10.35 — Lignes de champ du mode TM;1 dans un guide rectangulaire (Figure extraite de [5]).

Cavité cylindrique

On ne considére désormais que le cas d’une cavité cylindrique d’axe Oz (Figure 10.36).

FIGURE 10.36 — Cavité cylindrique d’axe Oz.

L’équation que les coordonnées W (R, t) doivent vérifier s’écrit (en coordonnées cylindriques) :

(a? 19 1 &

ew+rm+wwﬁmmwzo (10422)

En cherchant ¥(r, 8) sous la forme ¥(r, §) = R(r) Q(0), on trouve que les fonctions R et @ doivent vérifier :

d’*R 1dR m? +imb

— + - — 1-— )R =0 t 0) = et 10.123

%2+5%+( 5» o e = (10-123)
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ou m est entier. L’équation différentielle satisfaire par R est I’équation de Bessel d’ordre m, dont on a montré
au § A.4 que pour m entier, elle admet deux solutions linéairement indépendantes : les fonctions de Bessel
JIm(z) et les fonctions de Neumann N,,(x). Ces fonctions sont tabulées et sont donc considérées comme
connues.

Cas d’un mode TM

Dans le cas du mode TM, I’'équation d’onde transverse est :

E, = EyJn, (mé””) exp (£ im o) (10.124)

iéme

Ol Ty est le n zéro de la fonction J,,, c’est-a-dire la ni*™ racine® de I’équation .J,,(z) = 0 (cf A.4). Les
fréquences de résonance sont données par :

1 22 p2 72
mnp = =8 10.125
Wimnp JeR R2 + 72 ( )
Le mode le plus bas est le mode TMy;¢ dont la fréquence de coupure vaut :
1 2,405
= — 2 10.126
Wo10 Jii R ( )
Cas d’un mode TE
Dans le cas d'un mode TE, ’équation de ’onde transverse est cette fois :
ra . )
B, = ByJn, 7 exp (£im¢) (10.127)

ou x, . est la n'*™¢ racine de 1’équation J},(z) = 0 (cf A.4). Les fréquences de résonance sont données par :

1 22 P2 72
mnp = UL 10.128
w P i 1 RQ + d2 ( )
Le mode le plus bas est le mode TE;1; dont la fréquence de coupure vaut :
1 1,841 R?
= : 142,912 — 10.129
w11 Ji R + 7 ( )

On en déduit que pour d > 2,03 R, la fréquence de coupure wi1; du mode TEq1; est inférieure a la fréquence
de coupure wpi1g du mode TMgyg. Le mode TEq1; est alors le mode fondamental de la cavité.

Pertes d’énergie dans une cavité

Les cavités résonantes possédent donc un spectre discret de fréquences de résonances. A chaque fréquence
correspond une configuration particuliere des champs F et B.

On s’attend donc, en tentant d’exciter un mode particulier, & ce qu’aucun champ n’apparaisse dans la cavité
tant que la fréquence n’est pas exactement la fréquence de résonance wg. Dans la pratique, on observe une
réponse étroite centrée autour de la fréquence d’oscillation théorique wy. La largeur de cette bande est due
a la dissipation dans les parois et dans le diélectrique.

On caractérise la qualité d’une cavité par la sélectivité de sa réponse a une excitation extérieure. Le parametre

@ de référence est donné par :
Energie emmagasinée

QR = (10.130)

Puissance dissipée

8. La théorie des fonctions de Bessel permet de montrer que ces fonctions possédent un nombre infini de racines.
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La puissance stockée dans une cavité est représentée sur la Figure 10.37 en fonction de la fréquence w. On
pourrait montrer que la largeur Aw de la résonance se met sous la forme :

Aw = — 2 (10.131)

o+ Aw w

FIGURE 10.37 — Puissance stockée dans une cavité en fonction de la fréquence w.

En notant U 1’énergie stockée dans la cavité, on en déduit que la conservation de ’énergie s’écrit :

av

=+ %U =0 soit  U(t)= Uy exp(—wot/Q) (10.132)

L’énergie stockée dans une cavité décroit avec le temps avec une constante de temps proportionnelle au
facteur de qualité Q.

On peut montrer qu’a un facteur géométrique pres, @ est le rapport du volume occupé par le champ au
volume du conducteur dans lequel pénetrent les champs en raison de la conductivité finie des parois.

Conclusion

A Dexception des milieux magnétiques, en extrapolant (voir tableau 10.2) ce qui a été vu dans ce chapitre,
vous devriez étre capable de traiter tout probleme de propagation d’'une onde électromagnétique dans un
milieu quelconque ayant des caractéristiques quelconques.

Olibre Jlibre €/€o / po
Propagation libre dans le vide 0 0 1 1
Propagation libre dans un diélectrique 0 0 €r 1
Propagation libre dans un conducteur 0 #0 1 1
Propagation libre dans un plasma #0 #0 1 1
Propagation guidée 0 0 0 ou e, 1

TABLE 10.2 — Les divers types de propagation abordés dans ce chapitre.
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Annexe 1

Compléments du Chapitre 10

Sommaire
I.1 Généralités sur la propagation d’'uneonde . .. ... ... ... ......... 291
I.2 Deux types d’ondes particuliers . . . . . . . . . . . 00 o0 e e e e 294
1.3 Généralisation aux équations de propagation linéaires . .. ... ... ... .. 295
Introduction

Cette annexe résume quelques propriétés des ondes ayant normalement été vues dans les années précédentes,
mais un rappel n’a jamais fait de mal..

I.1 Généralités sur la propagation d’une onde

Lorsqu’un parameétre physique f dépend a la fois de ’espace et du temps de maniére couplée, on dit qu’il
représente une onde qui se propage dans l’espace en fonction du temps. Les composantes des champs F et B
sont des parametres qui, sous certaines conditions, se comportent comme des ondes.

On dira d’une onde vectorielle ¢ qu’elle est polarisée si une ou plusieurs de ses composantes sont nulles :
e lorsque la direction de C est fixe, la polarisation de I'onde est dite rectiligne.
e lorsque C est colinéaire & sa direction de propagation, la polarisation de 'onde est dite longitudinale.

e lorsque C est orthogonal a sa direction de propagation, la polarisation de ’onde est dite transverse.

On dira d’une onde f(7, t) qu’elle est plane (cf Figure 1.1) si elle ne dépend en coordonnées cartésiennes que
d’une seule variable, par exemple x :

Yy Vz f(x,y, 2, t) = f(x, t) (L.1)

On appellera alors plan d’onde un plan quelconque perpendiculaire & ’axe des x. Sur chacun de ces plans,
la valeur de f reste évidemment constante.

1.1.1 Equation de d’Alembert

Les parametres physiques d’un grand nombre de phénomenes ondulatoires vérifient ’équation, dite équation

de d’Alembert! : ny
1
Af — 557 =0f=0 (12)

1. Certains auteurs ( [7] par exemple) appellent simplement cette équation équation d’onde.

Electrodynamique classique du vide et des milieuzr continus, Magistere de Physique & ENS 291
Université Paris-Saclay (2021-2022)



z

FIGURE 1.1 — Onde plane se propageant dans la direction Oz. Les plans d’onde se déplacent & la vitesse v entre deux
instants t1 et to > t1.

oud = A—1/c2xd?/0t? est I'opérateur d’alembertien (ou simplement le d’alembertien) et ol v est homogene

A une vitesse mais n’est pas forcément la vitesse de la lumiere 2.

Dans le cas d’une onde plane, 'équation de d’Alembert (I.2) devient :

ZJ 2 (1.3)

1.1.2 Solution générale de I’équation de d’Alembert & une dimension

Pour déterminer la forme générale des solutions de ’équation de d’Alembert & une dimension (I.3), on effectue
le changement de variables :

x =% ot vy = 2 44 (1.4)
v

On peut alors écrire :

8f_8f8X+8f8Y_1<8f 8f>
v

9r 09X or oy or ox "oy

et

0r2 X

X oY

or oy

- v v \9X ' 9Y )] o

w = ox [ ()| <o [ G )| &

soit finalement :

0% f 1 [0%f 0% f 0% f
— = — 2 L5
922~ [a)@ T laxay T axz} (L5)
De la méme facgon, on a :
of _ ofo9Xx ofoy _ _of  Of
ot 0X ot ay ot IoX = oY
et
of _ 0 [_of  of]0X 0 [_of 0f]oY
o2 90X | 09X oYy | ot oYy | 90X 9y ot
soit finalement : , , , ,
o°f _ of o°f 0’f
a2~ ax2  ‘axov ' oaxe (16)
En combinant (I.5) and (I.6), ’équation de d’Alembert (I.3) se raméne & :
0%f
= I.
0X oY 0 (L.7)
2. Attention, certains auteurs prennent la convention de signe inverse pour la définition du d’alembertien [J.
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En intégrant par rapport & X, on montre donc qu’il existe une fonction H(Y) (qui ne dépend au plus que
de Y et certainement pas de X) telle que :

of

o = H(Y)

Une deuxiéme intégration par rapport a ¥ montre qu’il existe deux fonctions g(X) et h(Y) (ne dépendant
respectivement que de X et Y) telles que f s’écrive :

fX,Y) = g(X) + h(Y) (1.8)

On peut facilement vérifier que réciproquement, toute fonction de la forme (I.8) est solution de (I.3). On
peut donc écrire de maniere tres générale les solutions de 1’équation de d’Alembert & une dimension sous la
forme3 :

fla 1) = g(%—t) + h(%+t) (1.9)

Les fonctions g et h ainsi définies sont des ondes planes puisque, a t donné, elles prennent une valeur constante
dans tous les plans définis par x = cste.

1.1.3 Interprétation

On note G(z, t) = g(x/v —t) la fonction g a I’abscissse = et a I'instant ¢. On note t; et ¢z deux instants
consécutifs (t2 > ¢1). On peut écrire :

Gz, t) = g(%—tg) = g(’j_”(’;?_tl)—tl) = Gz —v(ts—t), 1) (1.10)

La représentation spatiale de la fonction g & I'instant ¢2 est donc la translatée de la quantité v (t2 — t1) dans
le sens des x positifs de la représentation spatiale de g & Uinstant ¢; (cf Figure 1.2).

La courbe g(z, t) est simplement la translation dans le sens des x positifs & la vitesse v de la courbe g(z, 0).
On appellera onde plane progressive une onde telle que g qui se propage dans le sens des x positifs.

g(X, t) g (X’ tl) g (X5 tz)
v(t 2—t 1)
X
7 / X
z

FIGURE 1.2 — La représentation spatiale de g & I'instant FIGURE 1.3 — Onde plane se propageant dans une di-
to est la translatée de v (t2 — ¢1) de la représentation rection quelconque donnée par . Les plans d’onde se
spatiale de g a l'instant ¢; < ta. déplacent a la vitesse v entre deux instants ¢1 et to > ¢;.

De manieére équivalente, on montre que h se translate dans le sens des x négatifs a la vitesse —v. Une onde
telle que h est appelée une onde plane régressive.

La solution générale de ’équation de d’Alembert se met donc sous la forme de la somme de deux ondes
planes, I'une progressive et I’autre régressive.

3. De maniére équivalente, on trouve parfois écrit que f(z, t) est de la forme f(z, t) = gz —vt) + h(z +v¥).
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1.1.4 Onde plane se déplacant dans une direction quelconque

Pour une onde plane se déplagant dans une direction quelconque selon un axe de vecteur unitaire #, on peut

écrire (cf Figure 1.3) :
x’ x’
flz';t) =g ( —t) + h < —|—t> (L.11)
v v
!/

dans le repeére (Oz'y'z") tel que Oz’ soit dans la direction de @. Dans le repére (Ozyz), on a :

f(rt) = g(w—t) + h(w—i-t) car ' = 4.7 (1.12)
v

v

I.2 Deux types d’ondes particuliers

1.2.1 Ondes planes
Ondes planes harmoniques

On appelle onde plane progressive harmonique ou monochromatique (OPPH ou OPPM selon les auteurs)
une onde plane se propageant selon u telle que :

fF t) = fo cos {w <uvr — t) + gb} = fo cos(k .7 — wt + ) (I.13)
ot I'on a défini le vecteur d’onde k d’une telle onde par :
- w

k= —1u I.14

=X (L14)

La norme de k est le nombre d ‘onde, c’est-a-dire le nombre de périodes spatiales par unité de longueur
(multiplié par 27). La période spatiale A d'une OPPH est donnée par :

27 21w
A= = = 1.1
’ - (1.15)

Elle représente la distance minimale dont il faut se déplacer a un instant donné pour recrouver la méme
valeur de la fonction d’onde. De maniere équivalente, on définit la période temporelle T'd'une OPPH par :

27 2mv
T = — = 1.16
- ’ (1.16)

Elle représente le temps minimum pour qu’en un point donné, la valeur de la fonction d’onde se retrouve.
Les deux périodes spatiales et temporelles sont reliées par :

A =0oT (L.17)

Remarque : De maniere équivalente, on appelle onde plane régressive harmonique une onde plane se
déplacant dans la direction — « telle que :

—

F(F 1) = focos(k .F—wt+¢) avec k= —

SHRS

i (1.18)

Ondes planes périodiques quelconques

On considere une onde plane progressive quelconque f(7, ¢) de direction de propagation #, périodique dans

le temps de période T' = 27 /w. On peut décomposer f en série de Fourier sous la forme :
- nw

f(7t) = ap + Zan cos(lgn.F—nwt—&—an) avec kn = — 4 (I.19)

v

Remarque : De la méme fagon, on décompose une onde plane régressive quelconque sous la forme (1.19)
avec :

- nw
kn = —— 4 1.20

= (1.20)
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Ondes stationnaires

On considere la superposition d’une onde plane progressive harmonique et d’une onde plane régressive har-
monique de méme amplitude fy et de méme déphasage ¢, se déplagant toutes les deux selon (Oz). D’apres
(1.13) et (1.18), cette onde s’écrit :

flz,t) = focos(kx —wt+ @) + focos(—kx —wt+ @) = 2 fy cos(kx) cos(wt — @) (L.21)

L’espace et le temps sont maintenant découplés. Une telle onde ne se propage pas. Elle est dite stationnaire.
La fonction cos(wt — ¢) module 'amplitude temporelle de la fonction cos(k x). Pour une onde stationnaire
(cf Figure 1.4), les nceuds restent fixes au cours du temps tandis que les ventres ont 'amplitude maximale.

f(x,t) Ventre

A N - » - N t=t

Noeud t=t2#t1

FIGURE 1.4 — Pour une onde stationnaire, les noeuds restent fixes au cours du temps tandis que les ventres ont
I'amplitude maximale.

1.2.2 Ondes sphériques

On dira d’une onde qu’elle est sphérique si elle ne dépend que de la distance r & un point donné (que I'on
prend généralement comme origine). Si en plus elle suit ’équation de d’Alembert, on a alors d’apres (A.43) :

10 1 &*f : 9> 1 02
;w(rf) - G = 0 soit encore w(rf) - ;@(rf) =0 (I.22)
D’apres § 1.1, il existe donc des fonctions g et h telles que r f(z,t) = g(z/v—t) + h(x/v+1t) soit
finalement :
1 sz 1 x
fla, t) = ;9(5—t> + ;h(;—i—t) (1.23)

ou la fonction ¢ est une onde divergente et la fonction h une onde convergente (cf Figure 1.5).

I.3 Généralisation aux équations de propagation linéaires

1.3.1 Notation complexe

Tant que les équations que 'on cherche a résoudre sont linéaires (et c’est en particulier le cas pour les
équations de Maxwell), on peut utiliser la notation complexe. On pourra ainsi associer a toute grandeur
sinusoidale de la forme f = fy cos(k.7—wt + ¢) la grandeur complexe f telle que :

f = Re(f) avec f = foexpli(k.7—wt+¢) (1.24)

Le choix du signe dans 'exponentielle est purement conventionnel. Il suffit d’en choisir un et d’étre cohérent
ensuite !

4. On utilisera ici la représentation complexe exp(—iwt), qui est généralement utilisée en optique électromagnétique. Par
contre, en électrocinétique, la convention habituelle est exp(+iwt)! Les impédances complexes “classiques” i Lw ou 1/iCw
sont déterminées comme cela. Gare aux confusions!
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g/l‘ \

h/r \

FIGURE 1.5 — L’onde divergente décrite par la fonction g se déplace vers I’extérieur de la sphere a la vitesse v de ry
a ro entre les instants t1 et t2 > t1 (en haut), au contraire de ’onde convergente décrite par la fonction h (en bas).

Remarque : La notation complexe ne doit étre utilisée que dans I’étude de problémes linéaires.
En particulier, on reviendra aux notations réelles en électromagnétisme avant toute étude énergétique. Tres
souvent, et ce polycopié ne fait pas exception a la regle, on notera également f la fonction complexe f. C’est
un abus de langage, mais tellement courant que vous me le pardonnerez..

1.3.2 Décomposition en série de Fourier

La justification la plus générale de la notion d’ondes planes progressives monochromatiques comme base de
décomposition de tout type d’onde est la possibilité de décomposer toute fonction du temps en termes de
transformées de Fourier :

X

f (; — t) = \/%7 /_+: fulw) exp {iw (% - t)] dw (1.25)

Ainsi, en électormagnétisme, la linéarité des équations de Maxwell permet de considérer toute onde plane
progressive comme une somme d’ondes monochromatiques.

Toute équation de propagation linéaire admet donc des ondes planes comme solutions :
f(7t) = foexp [i(E.F— wt)] avec k =k + ik (1.26)

Le vecteur d’onde k peut étre complexe (on supposera ky et ko réels). On peut montrer que ceci se produit
nécessairement lorsque 1’équation de propagation admet a la fois des dérivées d’ordre pair et impair. La
coexistence des deux termes introduit dans ce cas une irréversibilité qui se traduit par une atténuation de
I'onde, quel que soit son sens de propagation. Les dérivées d’ordre impair dans 1’équation de propagation
correspondent généralement & des termes dissipatifs ®.

5. On peut prendre pour exemple ’équation :

En introduisant (I1.26), on obtient :

qui conduit bien a un vecteur d’onde k complexe.
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1.3.3 Propagation d’une onde plane progressive harmonique avec atténuation

Lorsque le vecteur d’onde k= El +1 EQ est complexe, une OPPH se met sous la forme :

—

f(Ft) = foexp {z (E.F— wt)} = fo exp (— EQ.F) exp [z (ky.7— wt)] (1.27)

Une telle onde s’atténue dans la direction de Eg. Le milieu est dissipatif. I1 y a absorption. Dans le cas extréme
ou le vecteur d’onde est imaginaire pur (k; = 0), Ponde est évanescente :

f(7 t) = fo exp (— ks .F) exp (—iwt) soit en réels f(7, t) = foexp (— ks .F) cos(wt) (I1.28)

Une telle onde ne se propage pas car le couplage entre les composantes spatiales et temporelles a disparu.

1.3.4 Vitesse de phase - Relation de dispersion

On appellera vitesse de phase vy la vitesse a laquelle il faut se déplacer dans le sens de propagation donné
par @ pour que la phase kj(w)r — wt reste constante :
w
v =
7 k(w)

Si k1 n’est pas linéaire en w, la vitesse de phase vg dépend de w. Dans ce cas, les différentes harmoniques qui
constituent le signal n’ont pas la méme vitesse de phase, ce qui ameéne une distorsion de I’onde en fonction du
temps. Le milieu est dit dispersif. On appelle relation de dispersion la fonction ki (w) donnant la partie réelle
du nombre d’onde k en fonction de la pulsation w. Elle impose généralement une relation entre la période
temporelle d’une impulsion et sa période spatiale.

(1.29)

1.3.5 Vitesse de groupe

Il est important de voir qu’une onde sinusoidale ne transporte aucune information car ses propriétés sont les
mémes en tout point de 'espace. Pour qu’une onde soit porteuse d’information, il lui faut étre modulée en
phase, en amplitude ou en fréquence. On appelle vitesse de groupe v, d'une onde la vitesse de propagation
de l'information. Elle est a priori différente de la vitesse de phase.

Pour le montrer, on peut par exemple considérer la superposition de deux ondes planes progressives harmo-
niques de méme amplitude mais de pulsations respectives w — Aw et w + Aw (avec Aw < w). On obtient :

flz, t) = focos[(k—Ak)z — (w—Aw)t] + focos[(k+ Ak)x — (w+ Aw) ]
soit :

flx, t) = 2 focos(Akx — Awt) cos(kx —wt) (1.30)

La représentation de cette onde est donnée & un instant donné par la Figure 1.6. Le terme en cos(Ak z— Awt)
module en amplitude le terme en cos(kz — wt). Il contient l'information transportée par 'onde, c’est-a-dire
la fagon dont elle est modulée. Sa vitesse de phase Aw/Ak est donc par définition la vitesse de groupe de

londe : v, = Aw/Ak. A la limite des faibles variations, on écrira :
dw
= — [.31
Vg dk ( )

Remarque 1 : Lorsque la vitesse de phase est indépendante de w (vy = w/k = v), alors la vitesse de
groupe de l'onde est égale a sa vitesse de phase :

U_di_g_v
9T dk k¢

Remarque 2 : Comme I'énergie d’une onde est liée a son amplitude, on dit généralement que la vitesse v,
de la modulation est la vitesse de 1’énergie.

Remarque 3 : La théorie de la relativité impose que vy soit borné par la vitesse de la luniere ¢, mais
n’impose aucune condition sur la vitesse de phase v.
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1.3.6 Interprétation de la vitesse de groupe

Les ondes décrites par (1.25) représentent en général une situation fictive puisqu’elles représentent une pul-
sation unique, s’étendant de ¢t = —oo a t = + oco. Généralement, on ne peut pas réaliser mieux qu’une
onde quasi monochromatique, encore appelée paquet d’ondes, qu’on peut représenter comme la superposition
d’ondes monochromatiques de pulsations voisines, donc de nombres d’onde voisins :

+o00o
f, 1) ~ / Folk) exp (=i [k — w(k)€]) dk (1.32)

—00

ot fo(k) ne prend des valeurs non nulles que dans un intervalle centré autour de ko ®. En effectuant un
développement limité de w(k) au 1°* ordre en ¢ = k — ko, on obtient :

w = wy + (k?—k‘o)dfw

e d’ott w X vgko + vy (k— ko) (1.33)

k=ko

L’équation (I.32) se réécrit a 'aide d’un changement de variable :

+oo
S 1) = / folg) exp [— i (ko + @)= — [vo ko + vy qlt)] dg (1.34)

— 00

Cette fois, la fonction fo(g) ne prend de valeurs non nulles que dans un intervalle centré sur zéro. On peut
donc réécrire cette équation sous la forme :

flz, t) =2 F(x —v4t) exp (—iko [z — vgt]) (1.35)

en définissant le facteur de groupe F(x — vgt) par :

“+oo
Flo—v,t) = / folg) exp (—iq (z — v, 1)) dg (1.36)

— 00

La relation (I.35) montre que 'on peut représenter une onde quasi monochromatique par le produit d’une
onde monochromatique de vecteur d’onde kg se propageant a la vitesse de phase vy, mais modulée par un
facteur de groupe se propageant & la vitesse de groupe vy.

y=E

FIGURE 1.6 — La modulation de "amplitude contient I'information FIGURE 1.7 — Facteur de groupe.
transportée par ’onde.

Pour illustrer ceci, on peut considérer un facteur de groupe tel que celui représenté sur la Figure 1.7. Alors
la partie réelle du paquet d’ondes s’écrit Re [f(x, t)] = cos (ko [z — ve t]) F(x —v4t) sile facteur de groupe
est réel et prend 'aspect de la Figure 1.6. Le centre du paquet se déplace a la vitesse de groupe et les plans
de phase a la vitesse de phase.

6. On peut remarquer qu’a un facteur 1/v/2m pres, (1.32) est en fait une décomposition en série de Fourier.
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